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PRÓLOGO 


Es a B. P. Demidóvich a quien se debe la idea de crear 
un manual de «Problemas de las matemáticas superiores para 
los centros técnicos de enseñanza superior» que contenga 
problemas de todas jas partes del curso malemático con- 
cernientes a las especialidades técnicas de ingeniería. No 
obstante, la muerte prematura del profesor Demidóvich lo 
impidió realizar este trabajo. La versión de «Problemas» 
que se ofrece al lector fne preparada para la edición por un 
colectivo de autores que poseen una gran experiencia peda- 
gógica en los centros de enseñanza técnica superior y es, 
precisamente, la encarnación de la idea de B. P. Demidóvich. 

La estructura general del Jibro fue propuesta por 
A. V. Efimov, el redactor, y refleja el contenido del programa 
de matemáticas para las especialidades de ingoniería en 
los centros de enseñanza superior, caleulado para 510 horas 
de estudio. Se ha tomado en consideración la experiencia del 
profesorado del Instituto de Técnica Electrónica de Moscú. 

En е] manual están incluidos los problemas y ejemplos 
de todas las partes del curso matemático para los centros 
técnicos de enseñanza superior, salvo la teoría de Jas pro- 
babilidades y algunas ramas especiales. Con el fin de reafir- 
mar los conocimientos referentes al programa escolar se ha 
introducido, además, una serie de problemas que permiten 
repasar con una profundidad mayor las partes fundamentales 
del análisis y del álgebra vectorial que se «studian en los 
centros de enseñanza media. 

Una de las peculiaridades principales del manual consiste 
эп que la mayoría de los capítulos contiene problemas de 
cálculo, cuya resolución requiere cl empleo de las máquinas 
calculadoras, 


La primera parte del libro llamada «Algebra lineal y 
bases del análisis matemático» incluye aquellas partes de 
las matemáticas que, como regla, se estudian en el primer 
айо. Entre ellos figuran cl álgebra vectorial con elementos 
de geometría analítica, el álgebra lineal, como también el 
cálculo diferencial de las funciones de una variable y de 
varias variables y, además, el cálculo integral de las funcio- 
nes de una sola variable. 

El material citado se expone en los capítulos repartidos 
en párrafos y puntos. La enumeración de los problemas viene 
dada individualmente en cada capítulo por párrafos. Al 
final de cada capítulo se dan las respuestas a todos los pro- 
blemas de válculo, con la particularidad de que, los pro- 
blemas marcados con un asterisco vienen acompañados, en 
las respuestas, de indicaciones para resolverlos; para los 
problemas marcados con dos asteriscos las respuestas con- 
tienen un modelo de su resolución. 

Cada parte del libro está provista de una introducción 
breve que contiene, tanto los conocimientos teóricos indis- 
pensables (definiciones, fórmulas, teoremas), como un gran 
número de ejemplos resucltos detalladamente. El comienzo 
de la resolución de los ejemplos, como también do los pro- 
blemas con dos asteriscos, se indica con el signo q , y el fin, 
con e) signo № . Las indicaciones para la resolución se distin- 
guen mediante cl signo e. 

El apéndice llamado «Descripción breve del lenguaje 
FORTRAN-IV» está escrito, a petición del redactor del 
libro, por el docente Tereschenko A. M. 

El manuscrito del manual so discutió on las cátedras de 
matemáticas en los Institutos de Moscú de Ingeniería 
Física, de Acero y Aleaciones y de Energía. Como resultado 
surgió toda una serie de observaciones valiosas y consejos 
que contribuyeron a reforzar cl carácter práctico dol libro. 
El colectivo de autores agradece a los profesoros Prilop- 
ko A. 1., Trenoguin V. A. y Pojozhaev S. L., como también 
a todos los docentes de las cátedras, encabezadas por ellos, 
que tomaron parte en la discusión. 

Una gratitud cordial se expresa a Laponko 1. В. y 
Fominá S. A., colaboradores de la cátedra de matemáticas 
superiores del Instituto de Técnica Electrónica de Moscü, 
por la ayuda que ellos prestaron en el proceso de preparación 
del manual para la edición. 


CAPITULO 1 


INTRODUCCIÓN AL ANÁLISIS 


$ t. Números reales. Conjuntos. Lógiea simbólica 


1. Concepto de número real. Por el curso de la escuela secundaria 
sabomos que lodo número real no negativo z se representa mediante 
una fracción decimal infinita 


Iz), za ++, (0 


donde |z} es el número entero mayor que no sobrepasa z y se denomina 
parte entera del número +, z, € (0. 1, 2, ..., 9) para cualquier n € N. 
En este caso, las fracciones en Jas cuales zy ) para todo n > no 
es cierto número natural) se exelnyen comúnmente de la considera- 
ción en virtud de las siguientes igualdades: 

Га], 999... = F) =4, 


Ig), tym ... лу 1090 ue 


longe 


e Ga d OQ 21, т < fi). 


Un número real x es racional, es decir, puede ser representado 


ön 


mp в 3 
en forma de la razón + 8 ET: cuando, y sólo cuando, la frac 


(1) es periódica. En el caso contrario el número z es irracional. 
Se llama valor absoluto o módulo del número real z un número no 
negativo 


2, sirio, 
1 { ' 
—£, s ge 


Se supone que las reglas de compa 
como también las operaciones aritmétic. 
por el curso de ensefíanza secundaria. 

1.1. Demuéstrese que el nümero 


0,1010010001 ... 10...01... 


n 


ación de los números reales, 
'obre los mismos se conocen 


es irracional. Escríbanse los primeros tres términos de cada 
una de las sucesiones de fracciones decimales finitas que 
aproximan el número citado por defecto y por exceso. 
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1.2. Represéntense en forma de fraceiones propias racio- 
nales los números que siguen: 

a) 1, (2); b) 3,00(3); c) 0,110(25). 

1.3. Demuéstrese que el número lg 5 es irracional. 


< Supongamos que Jg 5 es un número racional, es decir, 
т 
ig 5= —; mn. 
LS mn) 
Entonces; 
ES 
10" = 5, 
10m = 5n, 
2m, 5m = б". 
Pero la última igualdad no es posible: el número 2 figura en la descom- 
posición del rimer miembro on factores primo y no interviene en la 
«descomposición análoga para el segundo miembro, Jo que contradice 
la unicidad de la descomposición de los números enteros en factores 


primo. Por esla razón, la suposición de partida по es cierta y, por 
tanto, el número lg 5 es irracional. p> 


Demuéstrese que los números que siguen son irracionales: 
1.4. ҮЗ. 1.5. p, p es un número primo, n > 1. 


1.6. 2 -- V3. 1.7. V2 + ҮЗ. 
1.8. log, p, p es un número primo. 


1.9. $4 дп, n € Z, si se sabe que л es irracional. 
En los problemas 1.10—1.13 compárense los números. 


110. 2 — V5 y V3— 
44 Supongamos que se verifica la desigualdad 


Vi-v$«vi-s (2 


Entonces: 
Vi+2<y5+V3, 
644/3<8+21/T3 

2V2<1+V%, 
8< 1642 Y 15. 


Puesto que la última igualdad se verifica, entonces, debido a la equiva- 
lencia do las transformaciones realizadas, es verídica también la 
desigualdad inicial (2). p> 
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1 1 
$M. log, 3 y log, T+ 
ul 


n 
142. p tsp - 1.43. log, 


Sin recurrir a las tablas, demuéstrense las siguientes 
desigualdades numéricas: 


1.14, log,10 ¿41g3>4. 1.15. amu uer >? 
Я 


1.16. log, 26 > log, 17. 

1.17. Demuéstrese que el módulo de nu número real 
posee las siguientes propiedades: 

a) |< |= max (z, —u); 


A к AAA 
b) gei lett y |£ |=; 

€ Iz a yl iei iyiyiz—ulzlici—Iyll 
(desigualdades triangulares); 

q) Vz = |“. 


Resuélvanse las ecuaciones: 
148. [32 4]=F. 1.19. | 
1.20. |— 224 22—3/=4, 1.21. | 
1.22. V GF = — 2-4-2. 
Resuélvanse las desigualdades: 
1.23. |z—2| 21 1.24. [22-721 12| 9! — 724-12. 
1.25. 224 2) (x 2 —10«0. 


1.26. тер 4-8. 1.27. VG 1) — z—1. 


2. Conjuntos y operaciones sobre ellos. Por conjunto se entiende 

cualquier totalidad de objetos, llamados elementos del conjunto. 

La notacióu a € А significa que cl objote a es un olemento del 
conjunto A (pertenece al conjuulo A); en el caso contrario so escribe 
a A. Un conjunto que no contiene ningún elemento, se denomin 
vacío у se designa por el símbolo Ф. La notación А c B (A está con- 
tenido en Al quiere decir que todo elemento del conjunto 4 es un 
elemonto del conjunto B; en esto caso el conjunto A llova ol nombre 
do subconjunto del conjunto B. Los conjuntos А y В se llaman iguales 
(4 = B, si AC B y Bc A. 
j нюр dos métodos principales para definir (escribir) los con- 
juntos. 

9) El conjunto À se detormina por enumeración directa de todos 
sus elementos 21,43, . .., ap, es decir, so escribe en la forma 


A = (ae as sss а}. 
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b) El conjunto А se detormina como una totalidad de aquellos, 
y sólo de aquellos, elementos de cierto conjunto básico 7, que poseen 
la propiedad común a. En este caso se emplea la designación 


A = (z € T| < (2), 
donde la notación c (z) significa que el elemento z posos la propiedad а. 
EJEMPLO 1. Descríbase por enumoración de elementos el conjunto 
А = (2621 (0 — 8) (0 — 1) = 0 y 2>03. 
44 А cs un conjunto de todas las raíces епіогаз no negativas de 
la ecuación (х — 3) (22 — 1) = 0. Por consiguiente, А = (1, 3). > 
Se llama unión de los conjuntos А y H el conjunto 
AUB-(ziz€A ó 2€B). 
Se llama intersección de los conjuntos A y B el conjunto 
AünB-í(z|z€A y 2E€B). 
Se llama diferencia de los conjuntos A y В el conjunto 
AWB-—(r|z€A y 268). 
Si, en particular, А es un subconjunto de cierto conjunto universal Т, 
entonces la diforencia ТУ, А se designa por ol símbolo 7 y se denomina 
complemento del conjunto A (hasta que se obtenga el conjunto 7). 
1.28. Establézcase cuál de las dos notaciones es cierta: 
a) it 2) €(1, 2, (1, 2, 39 ó (1, 22 (1, 241, 2, 3) 
b) t4, 2) €tt, 2, {1, 25 6 (1, 2) c (4, 2 (1, 25. 
En los problemas 1.29—1.34 deseríbanse los conjuntos 
dados por епитаегасїбп de todos sus elementos. 
1.28. A = (z ER | a? — 32° + 22 = 0). 
1.80. A enter T <2 y z>0. 
1.31. А = {z € N |z? — 3z — 4 < 0). 
P 911 p 
1.32. A- (sez rr 5). 
1 
1.33. A= Íz €N log, < 2). 
1.34. A = (z ER | соз? 2r =1 y 0 < z < 2x). 
Expónganse en un plano de coordenadas los siguientes 
conjuntos: 
1.85. ((2, y) € R° | z +y — 2 = 0). 
1.36. (e, y) ER? | 22 — y? > 0). 
1.37. ((z, y) € R° 1G? — 1) (y + 2) = 0). 
1.38. ((z, y) ER? |y > V 2z + Í y 2x + 1 2 0). 
1.39. ((z, y) ER? | y* 22 + 1). 
1.40. ((2, y) ER? 12% = y? + 4 y 27 < y). 
1.41. ((z, y) ER? | cos 2x = cos 2y). 
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1.42. f(r, ep +, 240, узе}. 

1.43. Descríbanse por enumeración de todos los ele- 
mentos los conjuntos AU B, A NB, ANB y BNA, si 
А —(z€R |2? + z — 20 = 0), 

B =(zx € R |>* — a + 12 = 0). 


La notación m |n, donde m, n€7, signifie. 
número m es el divisor del número n. Descríbanso lo: 
tes conjuntos: 

1.44. (EN |z ]8 y z A1). 1 

1.46. {z EN | = 112) N{z EN | | 8). 

1.47. (EN |42 |z) 1 (z € N |8 |2}. 

1.48. Demuéstrese que: " 

а) la igualdad A ПВ = В se verifica cuando, y sólo 
cuando, BA; 

b) la igualdad AU B = B se verifica cuando, y sólo 
cuando, А c В. 

1.49. Sean A = (—1, 2] y В = [1, 4). Hállense los 
conjuntos A U B, A П B, ANB, ВУ А y reproséntense 
éstos en un eje numérico. 

Considerando el segmento 7 = [0, 11 como un conjunto 
universal, hállense y expónganse en un eje numérico los 
complementos de los siguientes conjuntos: 

1.90. (0, 4). 1.51. (1/4, 1/2). 1.52. (0, 1/2]. 

1.53. (1/4) U [3/4, 1). 

1.54. Demuéstrese que la operación de loma del com- 
plemento posee la propiedad de reflexividad: 


4) = A, 


y está ligada también con la relación de inclusión C у las 
Operaciones |) y ñ) mediante las siguientes leyes de dualidad: 


45. (z ЄЎ 1812). 
| 
1 


si A C B, entonces A > B; 
АЙВ=АПВ y AñnB= AUD. 
1.55. Demuéstreso que las operaciones U y ñ están 
entrelazadas por las leyes distributivas: 
(4 U В) ПС = (А ПС) (В ПС), 
(4 Пур С = (Ау С) N(BU с). 


Haciendo uso de los resultados de los problemas 1.54 
y 1.55, denméstrense las siguientes igualdades: 


1.56. A BN (AU B) 


< Puesto que A U B = A Ñ B, entonces el primer miembro de 
la igualdad que se demuestra adquiere la forma 


(Алу n AND = (4/2) U (407) 4. p 
1.97. ANB = A NB. 1.58. AX B = AU B. 
1.89. A n (ANB) ~ A n B. 


Las operaciones U y (!se generalizan de un modo natural para 
el caso de una familia arbitraria (Eon о infinita) de conjuntos, Por 
ejemplo, sea dada una familia de conjuntos Ap, n € Ñ. La unión 
de los conjuntos de esta familia se denota рог el símbolo U A, 

пем 
y so determina сото un conjunto de lodos aquellos elementos, cada 


uno de los cuales pertenece рот lo menos a uno do los conjuntos Ap. 
La intersección (| A, se determina como conjunto de todos aquellos 
REN 


Є 
elementos que pertenecen а cada uno de los conjuntos Ay. 


Para las familias dadas de conjuntos An, n € N, hállense 


а =(z EZ | —n < z Sn}. 
1.61. A, —(3n — 2, 3n — 1}. 


N £ oW 1 
1.62. A=(1 5, Sor 

1.63. Sea A un conjunto de todos los puntos de un plano 
que forman los lados de cierto triángulo inscrito en una 
circunferencia dada. Descríbanse la unión y la intersección 
de todos los conjuntos de este tipo, si: 

a) los triángulos son arbitrarios; 

b) los triángulos son regulares; 

©) los triángulos son rectangulares. 


Un conjunto X se denomina numerable, si puede establecerse 
una correspondencia biwnívoca entre los elementos del conjunto 
mencionado y los del conjunto N de todos los números naturalos. 

EJEMPLO 2. Pruóbeso que el conjunto Z de todos les númoros 
enteros es numorablo. 

< Establezcamos una correspondencia biunívoca entre los elo- 
mentos de este conjunto y los números naturales, ordenando, por 
ejemplo, el conjunto Z del modo Мше: 

071, өг LS 


y asiguando, а continuación, a todo número entero su número de orden 
en dicha sucesión. p> 
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Demuéstrese que son numerables los siguientes conjuntos: 

1.64. (n € N | n = 2k, k € N). 

1.65. (n € N [n — #2, k € N). 

1.66. {n EN |n = 2", k € N} 

4.67. Demuéslrese quo si el conjunto X оз numerable y 
A c X ез su subconjunto infinito, entonces el conjunto А 
es también numorable. 

Haciendo -uso de este resultado, demuéstrose que ol 
conjunto 


(n€ZIin—k—k-l, EN) 
es numerable. 


1.68. Sean X,, Xa ..., X, conjuntos numerables. 
Demuéstrese que su unión U X, es un conjunto numerablo. 
nEN 


Ф Soa Xn = ла, Zn. sos Tp dy + + +) En este caso los elementos 
del conjunto U `X, pueden escribirse en forma de la tabla siguiente: 
пм 


Way et Zab еа 


Ze, + o Ze, 


UTERE 


Con ol fin de demostrar la numerabilidad del conjunto U Xp, resulta 


suficiente ahora enumor: 
esta tabla. 


n 
г de uno u otro modo todos los elemontos de 

Utilizando el resultado del problema 1.68, demuéstreso 
que son numcrahles los siguientes conjuntos: 


1.69. Q —(z ER |= = Z para ciertos m, n + 0 de), 
a 


es un conjunto de todos los números racionales. 
1.70. Un conjunto de todos los puntos de un plano con 
las coordenadas racionales. 


1.71. Un conjunto do todos los polinomios do coeficientes 
racionales. 


3. Cotas superiores e inferiores. Sea X un conjunto arbitrario no 
vacío de números reales. El númoro M = máx X se denomina elemento 
mayor (mazimal) del conjunto X, si M € X y para todo z € X se vori- 
fica la desigualdad z < M. Análogamente se determina el concepto de 
elemento menor (minimal) m = mín X del conjunto X. 

El conjunto X so llama acotado superiormente, si existe un número 
real a de tal índole que z « а para cualquier z € X. Todo número 


20806 17 


que poseo dicha propiedad lleva el nombre de cota superior del con- 
junto X. Para el conjunto dado X acotado superiormenle, ol con- 
Junto de todas sus cotas superiores tiene un elemento menor, que se 
denomina cota superior ezacía del conjunto X y se designa mediante ol 
símbolo sup X. 

Análogamente se doterminan los conceptos de conjunto acotado 
inferiomente, do cota inferior y de cota infertor exacta del conjunto X; 
esta última se designa mediante el símbolo inf X. 

El conjunto X se denomina acotado, si está acotado suporior e 
inforiormente. 

EjEMrLO 3. Hállense las cotas superior e inferior exactas del 
conjunto 10, 1). 

Este conjunto no tiene elemento maximal, puesto que para 
lodo z € 10, 1) se encontrará un y € [0, 4) tal que sea y > z, El conjun- 
lo de las cotas superiores para el semi-intervalo |0, 4) es el conjunto 
[1, оо) cuyo elemento menor es igual a 1. Por ello 


sup 10, 1) = 1, 


además 1&[ 0, 7). 

Por otra parte, el elemento menor para el conjunto en considera- 
ción [0, 1) existe y es igual a 0. El conjunto do las cotas inferiores 
está representado por el semi-intervalo (— оо, 0] cuyo clomento mayor 
es igual a cero y constituye precisamente la cota inferior exacta del 
semi-intervalo [0, 1). De este modo, 


mín [0, 1) = inf [0, 1) = 0, 
con la particularidad de que 0 € [0, 1). p> 


1.72. Demuésirese que la definición de la cota superior 
exacta aducida anteriormente es equivalente a lo siguiente: 

El nümero M cs la cota superior exacta del conjunto X, 
si, y sólo si: 

1) z < M para cualquier z € X; 

2) para todo e>0 existe un elemento z € X tal que 
zl» M — г. í 

4 д Y 1 £ 

1.73. $a X=(1, +, $ зә S e) 

a) Indíquenso los elementos menor y mayor de este con- 
junto, si existon. 

b) ¿Cuáles son los conjuntos de las colas superiores e 
inferiores para cl conjunto X? Hállense sup X o inf X. 

Hállense, si existen, el máx X, mín X, sup X e inf X 
para los conjuntos siguientes: P 

1.74. X— [zeRlz— т, nen). 

1.75. X = [—1, 11. 4.76. X = {z EZ | —5 < z < 0). 

m 


1.77. X = (z ER |z <0}. 1.78. X -(s€R |z — 2; 
т, REN у m < п). 
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1.79. Sea X un conjunto de todos los números racionales 
quo satisfacen la condición 7° < 2. Muóstrese que el con- 
junto X no tione un elemento mayor. Mállese sup X. 

1.80. Sea X — R un conjunto acotado arbitrario. Demués- 
trese que el conjunto —X = (z | —z € X) está también 
acotado y se verifican las igualdades 


sup (—X) = —inf X, inf(—X) = —sup X. 


1.81. Sean X, Y с à conjuntos arbitrarios acotados 
superiormente. Demuéstrese que cl conjunto 
X+Y=( €R|z==z+v ЄХ, y€Y) 
está acotado superiormenle y 


sup (X + Y) = sup X + sup Y. 


1.82. Sea X — R un conjunto acotado suporiormente 
y sea Y SR un conjunto acotado inferiormente. Demués- 
rese que с] conjunto 


X—Y-(GtRIs—z-—y, z€X, y€Y) 
'está acotado superiormente y 
sup (X — Y) = sup X — inf Y. 


4. Lógica simbólica. Al anotar los razonamientos matemáticos 
resulta razonable aplicar ciertos símbolos económicos usados en la 


lógica. He aquí algunos símbolos de los más sencillos utilizados con 
mayor frecuencia. 


Sean a, В ciertas declaraciones o afirmaciones, es decir, oraciones 
narratorias, con respecto a cada una de las cuales podemos decir si 
os cierta o falsa. _ 

їй La notación c significa «no o», es decir, negación do la afirma- 
ción a. 

La notación о => f significa: «de la afirmación o. resulta la afir- 
mación В» (=> es el simbolo de implicación). 

La notación æ <=> В signilica: «la afirmación с es equivalente a la 
afirmación f», es decir, dea proviene B y de В se deduce a (<> оз е] 
símbolo de equivalencia). 


" pa notación ® A P significa «x y f» (A ез ol símbolo de conjun- 
clón), 


La notación æ V f significa «ж ó f» (V es el simbolo de disyunción). 
La notación 


Vz € Xa (z) 


fica: «para todo elemento z € X la afirmación œ (г) es verídica» 
es el cuantificador universal). 


La notación 
F € Xa (z) 
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significa: «existo tal elemento = € X, para el cual la afirmación ® (z) 
es verídica» (J es el cuantificador existencional). 

Si un elemento x € X, para el cual la afirmación «(z) es verídica 
no sólo existe, sino que es ünico, se escribe: 


Biz Є Ха (z). 


EjEMPLO 4. Haciendozuso de los símbolos lógicos, escríbase la 
afirmación: «cl número M es la cota superior exacta del conjunto X». 

< La afirmación M = sup z quiere decir que se han cumplido 
las condiciones: 

a) Vz € X (z < M) (es decir, M es la cota superior del conjunto 


Xy 

b) VA € R (Vz € X (z < A) = A > M) (es decir, M es la menor 
de las cotas superiores del conjunto X). 

La condición b) puede escribirse, además, en la siguiente forma 
equivalente (véase el problema 1. 


Ve > 03: € X (z > М — 6). P 


мр1.о 5. Haciendo uso do los símbolos lógicos, enúnciese el 
principio do la inducción matemática. 
< Sca a cierta afirmación que tione sentido para todo n Є Ñ. 


Introduzcamos un conjunto 


A-—(nENI«(Q), 


es decir, el conjunto de todos aquellos números naturales, para los 
cuales la afirmación а es verídica. Entonces el principio de la induc- 
cióu matemática puede enunciarse del modo siguiente: 


(4€ A) A (n € A (n + )€4) = А = N. (8) 


Por cuanto la notación а (л) significa que la afirmación a es 
verídica para el número n € №, la afirmación (3) puede ser escrita 


también en otra forma: 
(а (1) A & (n) = a (n + 1) = Vn € Na (п). >» 


EspueLo 6. Escríbanse las nogaciones de las declaraciones: 
Ve € Хо (2) y Je € Ха (2). 

4 La negación de la declaración Vz € Ха (х) tiene la forma 
Se € Жо (x) (oxisto un olemento = € X tal que para él Ja afirmación 
€ (z) es falsa). En otras palabras, para cualquier afirmación œ resulta 
verídica la siguieute declaración: 


Mz € Xa (z) > 37€ Ха (т). 
Análogumnente 


3z € X z (z) <> V= € X z (2). > 
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EjEMPLO 7. Haciendo uso de los símbolos lógicos cscríbase la 
áfirmación: «la función f: X — R, X < R, es conti en el punto 
a € X», como también la negación de esta afirmación. 

44 La afirmación inicial: 


Ve > 0gbVz € X (Iz ај < 85 | f (2) — f (a) | < e). 
La negación de esta afirmación: 
Je > OVJ E X(Iz —al <8 Л (0) — ! (a) | > 9 


contrará un número x € X 


(existe tal в > 0 que para cualquier Š se 
УТРО) = (al в). > 


que satisface las condiciones | = — а | < 


Léanse las declaraciones que vienen abajo, aclárese el 
sentido de ellas y establézcase si son verídicas o falsas (los 
símbolos z, y, z, a, b, c se emplean para denotar los números 
reales, siempre que no se diga lo contrario). 

1.83. а) V zdy (z + y) = 8; b) 3yVz(z-- y) = 3); 
с) Эл, y (z + y) = 3); d) V z, y (z + y) = 3). 

.84. 3 z, y (z > y > 0 A z + g = 0). 

1.85. V x, y (z < y) <= Iz (z < z < у). 

1.86. V z, y (z* 54 203). 

1.87. V z (2 > z <> z> 1 V т< 0). 

1.88. V z (z > 2 A z> 3 = 2 < z < 3). 

1.89. 3 z (VP < 2). 

1.90. а) V a, b, c (3 z (az? + bz -- c = 0) > b° — 

— 4de > 0); 

Ъ) У a, b, c (V z (az? + bz + e > 0) <> b? — 44c «OA 
A a> 0). 

1.91. a) V bI aV = (z? + az + b > 0); 

b) 3 bYa3z (z? + az + b = 0); 
с) SBaVb3z (z? + ах + b = 0). 

Establézcase el sentido exacto de las declaraciones oxpues- 
tas más abajo y escríbanse, haciendo uso de los símbolos 
lógicos. Enúnciense y escríbanse las negaciones de estas 
declaraciones. 

1.92. a) El número zo es la solución de la ecuación 


J (2) = 0. 
b) El número z, es la ünica solución de la ecuación 
f (z) = 0. 


с) La ecuación f (z) = 0 tiene una solución real única. 
1.93. a) El conjunto X C R está acotado superiormente. 
b) El número m es el elemento menor del conjunto X. 
c) El conjunto X tiene un elemento minimal. 
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1.94. a) El número m €Z es el divisor del número 
n € Z, ó, on la forma más breve: m | n. 

b) Si el número n € Z se divide por 2 y por 3, se dividirá 
por 6. 

€) El nümero p € N es primo. 


8 2. Funciones de una variable real 


1. Concepto de función. Sea D un conjunto arbitrario de números 
reales. Si a todo número < € D se lo ha puesto en correspondencia 
cierto número rca] bien determinado f (z), se dice que cn el conjunto D 
está definida una función numérica f. El conjunto D se denomina 
campo de definición y el conjunto 


ERI] y= f(z) ED), 


conjunto de valores de la función numérica f. La función se escribe 
simbólicamente en la forma f : D — E, o bien y = f (z). 

El método analítico de definir una función es cl más usado. Con- 
sisto en que por medio de una fórmula se establece de modo concreto 
el algoritmo de cálculo de los valores de la función у = f (2) para 
cualquiera de los valores del argumento z. En este caso no se indica, 
comúnmente, el campo de definición do la función, entendiendo por 
éste el conjunto de valores del argumento z, para el cual la fórmula 
dada tiene sentido (campo natural do definic de la tunción). 

EJEMPLO 1. Hállense el campo de definición y ol conjunto de 


valores de la [unción f (z) = 


УТ: . 
< Èl campo natural de definición de esta función es el conjunto 
D -—(z||z| < 1) = (—1, 1), mientras que el conjunto de valores 
está representado por el conjunto E = (y | y z- 1} = H, оо). p 
Supongamos que la función f: D — E es tal que para cuales- 
quiera z,, д, € D de la condición z, =£ zs se deduce que f (rj) = 
Æ Í (z,). En este caso a todo número y € E se le puede asignar cierto 
número bi determinado z € D tal que f (z) = y; de este modo queda 
definida una nueva fonción f-1: E — D, Mamada inversa de Ia función 
dada f. 
Sean dadas las funciones f: X — Y y g: Y — Z. Se donomina 
composición de estas funciones (o función compuesta obtenida por com- 
posición de las funciones f y g) la función h = g O f: X — Z, defini- 
da por la igualdad 


h (z) = g (f (0), EX. 


2.1. Hállese la dependencia funcional entre el radio R 
de un cilindro y su altura A, para el volumen dado V = 1. 

2.2, Escríbase la expresión para el volumen V de un cono 
en función de su superficie lateral S, dada la generatriz 
l= 2. 


22 


2.3. Eseríbase la expresión para el área S de un trapecio 
isósceles, de bases а = 2 y b = 1, como función del ángulo a 
entre la base a y un lado. 

2.4. A partir del instante de reposo t, un cuerpo se mueve 

con una aceleración constante a. Hállense las dependencias 
de la velocidad y del cami- 
no'recorrido en función del B_N с 
tiempo de movimiento. 
¿Cómo están ligados entre 
sí el camino recorrido y 
1а velocidad өп un instante 
de tiempo dado ё? 


2.5. En el trapecio isós- А M D 
coles ABCD (fig. 1) de =: 
bases а y b y altura h está Fig. 1 


trazada una recta MN, 

perpendicular respecto de las bases, distante del vértice 
А ala magnitud | AM | = z. Exprésese el área S do la 
figura ABNM como función de la variable z. 

2.6. En una bola de radio R está inscrito un cilindro, 
Escríbase la dependencia funeional del volumen V del 
cilindro en función de la altura J do éste. Hállese el dominio 
de definición de esta función. 

2.7. En una bola de radio R está inscrito un cono cirenlar 
recto. Escríbase la dependencia funcional del área de la 
superficie lateral S del cono en función: 

a) de su genoratriz I; 

b) del ángulo a en el vértice del cono en su sección 
axial; 

c) del ángulo f formado por la generatriz y la base 
del cono. 

Hállense los campos de definición de cada una de las 
funciones obtenidas. 

EE Hállense f (—1), 7 (—0, 001), f (100), si f(x) = 
= lg a?. 


2.9. Hállense / (—2), 7 (4), / (0), / (8), # (2), si 


iz, —o<r<0 
ra=] 25 O<r<+ o. 


2.10. Нове / (1), Ha) Fla +1), £ (a — 1), 2f Qa), 


10) = = — 
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2.4. Пі отк Ath IC, f 9, 160) 1 


1 
o) sif (2) = + 


Hállense el campo natural de dofinición D y el con- 
junto de valores Z de cada una de las slenlentes боон 


2.42. y = ln (z + 3). 2.13. y = Vt 
2.14. y= Vsenyz. 2,15. у= arccos 
2.16. у= In (1 —2cosz). 2.17. у= V 1— Iz]. 
2.48. y= lg (oz -22—6). 2.19. у= arcsen 
2.20. y = 2rcoos G-a), 2,91, y = ext? 


Hállese el conjunto G, sobre el cual la función dada 
aplica el conjunto 
2 


x2) 


2.25. yv ^^, к=, d 


2.26. y — log, z, 

2.27. y = sen 22. ый, id. 

Mállense el conjunto de ceros Do = [a] f (х) = 0), el dominio 
de valores positivos D + = (a/f (z) >> 0) y el de valores negati- 
vos D - —(x|(/ (z) < 0) para cada una de las funciones dadas: 

2,28. f (z) = 4 -- z. 2.29. f (z) = 2 + c — 2°. 

2.30. J (a) =sen 7. 2.31. ATT 

Pruébeso que la función y = f (æ) satisface la ecuación 
funcional correspondiente: 


qui Te h Q CARGO) T = 0, f (z) = ka + 


2.88. f (z) -+ f (z + 1) = f (z (z + 1)), ае log, > 
2.34. f (21) f (22) = f (а + 2), $ (z) = a" TN 


т 
2.35. (z) + fa )= (ZE), /@) lg — 
En los problemas 2.36 — 2.39 hállese Га función y = f (z) 
que satisface la condición dada. 
2.36. f (c + 1) = а — 3= +2. 


L— 4. Entutic 
IO > f 10 = 


1 
2.37. f [= в) ат +, z=0. 
2.38. r(+)==+V3 FA, z>0. 
2.39. f (z, + zs) = sen z, cos z, + cos z; sen zs. 
La función / (x) se Пата par (impar), si su 


es иши respecto al punto z = 0 y /(—z) = 
= —] (z)) 


¿Cuáles de las funciones citadas en los problemas 2.40— 
2.45 son pares, cuáles impares y cuáles no son ni pares 
ni impares? 

2.40. f (z) = zt + 522. 2.41. / (z) = 22 + z. 

Ў z e 

242 На) =. 243. }(х)= MÀ. ie 

2.44. f(x) = sen z —cosz. 2.45. j (x)= lg i 

2.46. Demuéstrese que el producto de dos funciones paros 


o dos impares es una función par, y el producto de una 
función par por otra impar es una función impar. 


Una función ў (х) se llama periódica, si existe un número positivo T 
(período de la función) tal que Ve € D (f (c -- T) = У (а). 


Aclárese cuáles de las funciones dadas son periódicas 
y determínose su período mínimo T: 
2.47. f (z) = 5 cos 7x. 2.48. f (x) = cos? 2x 


2.49. f(x) = сел х. 2.50. f (x) = cos z -+ sen (V 3z), 
2.51. f (z) = sena, 2.52. f (z) = g 5-2 ur. 
Establézcase cuáles de las funciones indicadas más abajo 
tienen sus inversas, hállense las funciones inversas corres- 
pondientes y sus campos de definición: 
2.53. y = ax + b. 2.54. y = (z —1), 2 5. у= 
= соз 22. 
2.56. у= а 22. 2.57. у= 22. 2.58. y= 
2.59. у = a? + 1. 


< Para Ja funció 
será tod. cta numé 


ia 


[rx 


+ 1 el campo natural do definición 
(Too, - o) y el conjunto de valores, 


el rayo 11, +00). Dado que para cualquier « € £ la ecuación 
gt а tiene dos soluciones diferentes, 21.(0) = l'a — d y 
а, (а) == — уа — 1, entonces la función dada no tiene inversa. 
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° 


No obstante, cada una de las funciones 
= 224-1, Ру = 10, 4-00), 


ю = а 1-1, D,= (—, 0), 


teno su inversa igual а 


a (y) =Yy=1 
т,(у)= — V у— 1, respectivamente. p> 


Hállense la función inversa y su campo de definición, 


si la función inicial viene definida en el intorvalo indicado: 


2.60. y = z? — 1: a) z € (—oo, —1/2); 
b) z € 1/2, +00). 
2.61. y = sen z: a) z € [—2/2, x/2l; 
b) z € [n/2, 3/2], 
iaa z, 26(— о, 01, 
$ y 2x, z€(0, + eo). 
2.63. y = cos? 2: a) x €[0, 7/2]; b) r€ín/2, m] 
c) x € la, 3л/2]. 
Hállense las composiciones feg y gef de las siguientes 


funciones: 


2.64. f (2) = z*, g (z) = V z. 
< Tenemos: 
Гов (0) ot m mz 
y 
go |02) 60100) =g (29) = V == =l. 
2.65. f (2) 1 — z, g (a) = 2. 


2.66. f (z) = е“, g (z) = In z. 
2.67. f (z) = sen z, z € l—a, л], g (z) = arcsen z. 


0, z€ (— oo, 0], 
29. | z€(0, poo). 


0, s€(—oo, 0}, 


—z2, z€(0, +00). 
2.69. Hállese fofof, si: 


рЫ ла) 


g (z) = 


чу. — 
vives 


2. Funciones elementales y sus gráficas, Se llaman funciones 


elementales fundamentales las siguientes: 
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i. Función potencial: y = га, a € R. 

2. Función exponencia ах, a>0 ai. 

3. Función logarítmica: y = log, z, a > 0, a =£ 1. 

4. Funciones trigonométricas: y = sen z, y- cosz, y= tgz, 
y = ctg z. 

5. Funciones trigonométricas inversas: y = arcsen z, y = arccos z, 
y = arctg z," y = arcctg т. 

Se denomina"elemental toda función?que puede ser obtenida de 
un nümero finito do funciones elementales fundamentales con ayuda 
de las operaciones aritméticas y una operación de composición. 

Se llama gráfica de la función y = f (z) al conjunto 


Г= (2, YER IED, y-f(0n) 


dondo R? es un conjunto de puntos de un plano. 

En un plano con un sistema fijo de coordenadas rectangulares 
cartesianas Оху la gráfica de wna función se representa mediante un 
conjunto do puntos M (т, y), cuyas coordenadas satisfacen la relación 
y = f(x) (representación gráfica de la función). 

Al construir las gráficas a menudo se emplean Jos siguientes 
razonamientos geométricos sencillos. Si F es la gráfica de una función 
y = f (2), entoncos: 

4) la gráfica de la función y; = —f (z) es una imagen especular de 
T respecto al eje Or; 

Э) la gráfica de la función z; — f( x) es una imagen cspecular 
de T respecto al eje Oy; 

Булакта са doc Tuna p= = n] d inr бириндин 
de P a lo largo del eje Oz en uua magnitud a; 

4) la gráfica de la función y, = b -+ f (x) es un desplazamiento de 
T а lo largo del ojo Oy on una magnitud b; 

5) lu gráfica de la función ys = f (a: 
contracción en a veces (para a > 1) о un os 
(para а < 1) de Г a lo largo del ojo Oz: 

6) la gráfica de la función y, = bf (2), b > 0, b z 1, es un estira- 
miento en b veces (para b > 1) o una contracción en 1/h veces (para 
b < 1) de T a Io largo del ejo Oy. 

Al construir la gráfica de una fi бл resulta racional, a veces, 
dividir el campo de definición de la misma en unos cuantos intervalos 
que no se intersecan y construir, luego, la gráfica en cada uno de 

stos, 

EJEMPLO 2. Constrüyase la gráfica de la función y= [2| -1 
+14. 


< Suprimiendo los módulos, podemos escribir: 


а 0, aA, es una 
ramiento en 1/a veers 


Pit, z€(—>, — l, 
—=— =+, 26(—1, 0), 
—з#-Ьш-1, 2600,1), 

жїш—1, z€(, +00). 


у= 


La gráf 
las) que rep 
(lig. 2). »> 


de la función dada es una unión de las gráficas (parábo- 
sentan dicha función en cada uno de los cuatro intervalos 
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Escríbanse en forma Че una composición de funciones 
elementales fundamentales las siguientes funciones elemen- 
tales: 


2.70. у (ш) = |z |.  _ 
2.71. f (z) = sen (cos V2). 


2.73. f(x 2) — atesen (e^). 
2.74. f(x) = sen (085. 
2.75. f (z) ы 


Y tge logar ` 
У 


£ 
z 
Fig. 2 
Hállese la gráfica para cada una de las siguientes fun- 
cionos: 
2.76. y = V Insen z. 


< El campo natural de definición de la funeión dada es un 
conjunto 


D —(zisen х=1}= Gemma € 2). 
Por esta razón 


г (rem o)|xez > 


- VA Icosec a]. 2.78. y = V = [22-11 -- 2. 
cosx—1 tz 

2.80. sss -H Va НУ sea; 
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Constrúyanse las gráficas de las siguientes funciones 
elementales: 


2.81. y = kr + b 

yk ecd Diet ED b = —2; c) = —1, b = 
=—+- | 

2.82. y = Yo + a (z — 20), si: 

a) a = 1, zo = 0, yo = —1; 

b) a = 2, zç = 1, y, = 0; 

o) а= — 7, е њ=5. 


2.83. у= yt = s: 
a) k= 1, xd v= i; 
b) k= —2, z = —1, у= +. 
2.84. у = a sen (kz + а), si: 
a) a = 1, k = 2, а = 11/3; 
b) a = —2, k= 1/2, а = —n/à. 
2.85. y = а tg (kz + о), si: 

3, k = 1/9, о = nlá; 
12, k = 2, goaa 


y = p arcsen (z + g), si 

p а=—1; b) p = —2/3, а= 4/2. 
2.8 y = p arctig (z + 9), si: 
a) p = —3, g = 5/ 2; b) p = 2/5, q = —6. 
2,88. у = 00%, si: 


b) a = 4/40, k = 4/2, si 

ЫР IS e DER 2.94. у= а + z — 
— 12 |. 

2.92. y = 22 — 6 |z | + 9. 2.93. y = bat + x |— 1. 


2.94. у= (22-621) ZEL, 
2.95. y=z—1—V Z TE. 2.96. y= 122). 


4 4, г>0 

1=1— 

2.97. у= EFE" 2.98. y =sgn =Í T eme 
—1, 2<0. 
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2.99. y = [z], donde [=] es la parte entera de z. 
2.100. y = (z), donde (z) = z — [=] es la parte frac- 
cionaria de zx. 
1 pa 


2.101. y=2"—4. 2.102. ›=(+ EA 
2.103. y = logys |r — 3 |. 2.104. y = | log, (z + 1) l. 
2.105. y = arcsen {зеп (z-)) 5 


2.106. y = arcos (cos Эх). 
2.107. y = cos z + | sen z |. 2.108. y = | arctg (z — 1)|. 


2.109. y= z sgn (cos z). 2.110. y ee (z -)]. 


5 
Represéntense en el plano Ozy los conjuntos de puntos 
cuyas coordenadas satisíacon las ecuaciones dadas: 
2.443. zy = 0. 2.114. |у | = [22 — 2121—31. 
2415. |z |+ ly |= 1. 2.116. |z +u |+ 12 y | = 


2417. lo 1 — ly ll — 1. 
2448. By — 1 |+ By + 1 [+ 


2.411. y —sen? 5 . 2.112. y= son ( агсвеп atz ур 


4 = 
үз Iz1=4. 


$ 3. Límite de una sueesión de números reales 


1. Concepto de sucesión. Se llama sucesión de números reales a 
la fun fi м-> R, definida on el conjunto de todos los nümeros 
reales. El número у (л) lleva el nombro de m-ésimo término de la 
sucesión y se denota por el símbolo zpi z, = f (п) se denomina fórmula 
del término general de la sucesión {£n)n en. 


Escríbanse los primeros cinco términos de la sucesión: 
34. z. =1 9. 8.2. 2, —n (1 (71). 
zti . 3.4. 1. =(—1)”arcsen Y 

Escríbase la fórmula del término general de la 
sucesión: 


3.3. =, m 41m. 


1 4 k + Р 

DI Зуб 8, .. 
y A 6 8 

ÓN 


3.8. 1, 0, —3,0, 5, 0, —7,0,... 


š 
39. —3, 2, ‚е 
3.10. 0, Y, 1, E, a, -AME, 


En los problemas 3.11—3.17 se pide hallar el término 
mayor (monor) de la sucesión (Z,)new, acolada superior- 
mente (inferiormente). 

8.11. z, = бп — nš — 5. 3.12. 1, = 219"-п-0, 


в 
3.13. =ч. 3.14. z, — 3n2— 10n —14. 
š А 
345. a=2n+ 2%. 346. z,— — 5. 
2. Límite de una sucesión. Se Пата límite do la sucesión (ej), £N 
ol número a, es decir, el lím z, = a, siempre que para todo е > 0 


no 
existe un número N (e) tal que para n > N (е) so verifica la desigual- 
dad | z, — al < е. La propia sucesión se denomina en este caso 
convergente. 

CRITERIO DECAUCHV. Para que la sucesión (zs), yy tenga un límite, 
es necesario y suficiente qe para cualquier e > 0 ezista un número 
N (e) tal que, siendo n > Ñ (в) se cumpla la desigualdad | Xp4.p — 3n | < 
< e, cualquiera que sea p € N. 

La sucesión (хл) „ем se Мата infinita decreciente, si el 
lím z, = 0. 
поо s . 

La sucesión (z,), ey, se Лата infinita creciente (convergente hacia 
el infinito), lo que se anota formalmente en la forma йт zp = oo, 


no 
siempre que para cualquier número Е > 0 existe un número N (E) 
tal que, siendo n > № (Е) se verifica la desigualdad | z, | > E. 
Si en este caso, a partir de cierto númoro, todos los términos de la 
sucesión sen positivos (negativos), se emplea la notación 
Ит 23 = 4 оо (lím х= — о). 
поо n-ro 
El número а se denomina punto límite de la sucesión (2,) ем» 
si рага todo £ > 0 se encuentra un número inlinito de términos de 
dicha sucesión que satisfacen la condición | z, — al < e. 
PRINCIPIO DE BOLZANO— WEIERSTRASS. Toda sucesión acotada 
tiene al menos nn punto limite. 
Mayor (menor) do los puntos límites de la sucesión (z,),¿N 
llova el nombro de límite superior (inferior) de dicha sucesión y se 


designa por el símbolo Tim z, ( lim л). 


ae. ao 


3.17. Empleando los símbolos lógicos, escríbanse las 
Siguientes declaraciones, como también las negaciones de 
ellas: 

а) la sucesión está acotada; 

b) la sucesión crece de modo monótono; 

e) el número a es el límite de una sucesión; 

d) la sucesión (z,),ew es infinita creciente; 

€) el número a es un punto límite de una sucesión. 

3.18. Hállese a — lím z, y determínose tal nümero 


nec 


N (e) que |z, — a |< e sea para todo n > N (e), si: 
а) z,—0,98 ... 3, e=0,001; 


n 


b) а = EH, 60,005; 


n 


€) a, sen S, e = 0,001; 


d) e, — 5T, s=0,005. 


Calcúlense los límites 
3.19. lím DL, 3,20. lim $90 — 1 


fm 7$ p 
Р 2n—1 1--2n* 
821. lím (pr Tx) - 


3,22. lim (/2F2-VR). 3.23. иш Ey, 
ACE 


по 


D 


324. lim (Ro +). 


3.25, lim XE E Rr 3%, Jim YE 


n 


, "e 1 
Ba ln (1 UG ) : 
3.8. Иш (EC). 


mac 
3.29. Demuéstrese que si la sucesión (2,)ney es infinita 


decreciente y Vn € Ñ (zn 540), entonces la sucesión ( 
es infinita creciente. 


эн! лем 
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Establézcase cuáles de las sucesiones dadas son infinitas 
crecientes: 


3.30. х„—=2'”. 3.31. z, =nC- u". 
3.32. za = nsen 22. 3.33. z, = g (Ig n), n>2. 
Hállense todos los puntos límites de una sucesión; 


3.35. z, = cos E Xx 


3.36. =, =arcsen c 


3.37. Demuéslreso: 
a) lím zn Рм y, Slim (z, + ys) Ит z, | dim. ўз 


[rr 1-- 25 Tac 
b) 1ш „+ Im y, «lim (z, + Yn) Tim z, + Tm уһ 
Ace m2 
Para cada una de ds sucesiones que siguen (z;)new 
hállense inf(z,), supfen), lím zn y lím zp: 


== a-- 
3.38, samit. 3.39. z, " 
3.40. z, = (—1)" (2n + 1). 

344. т„= E sen S^, n2. 

342, 2 20" L 


E 


3.43. Demuésirese que la igualdad Jím z, = lim z, 
5 me 
es una condición necesaria y suficiente para que exista el 
límite de la sucesión (Zn)nen- 


$ 4. Límite de una función. Continuidad 


1. Límite de una función. Sea y = f (z) una función definida 
en el conjunto D. El número а se denomina límite de la función y = 
= j (z) en el punto zo y se anita pin: į(z)=a, si para todo 


e > 0 existe un número 6 (в) > 0 tal que, ; Cualquie a que sea z€ D, 
qe bh EA 0 <| z = zo| < Š (e) se desprende la desigualdad 
1f (z) — a| < в. 

шташ DE CAUCHY. Para que la función y=] (z) lenga un límite 
en el punto zo, es necesario y suficiente que para todo e > 0 exista Š (e) > 0 
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lal que se verifique | f (2) — f (z") | < e, siempre que | z' — zo| < 
< (e) y | 2” — x | < б (е). 

Suele decirse que el número a es el limite de la función z = } (z) 
para z que tiende al infinito, y se escribe lím f (z) = a, si para cual- 


P 
quier R> ( existe cl número А (e) > Ó tal quo | / (2) — a| < e, 
siempre que | z] > А (e). 

En lo sucesivo se utilizan los siguientes límites notables: 


songz 


lim 1, (0) 
х-0 
lím [iL y =lim (1-4- 2)/9 — e. @ 
Nos Ы x0 
donde e = 2,74828 .. . es la baso de los logaritmos naturales, 


А la par con el concepto de límite de uma función introducido 
anteriormente, se emplea también el siguiente concepto de límite 
unilateral. El número a so denomina limite de la función y = 1 (z) en 
el punto xo por la derecha (por la izquierda) y se anota lim б 16) = 


хохон 
=al lim, J (z) == a), si para todo g > 0 existe un nümoro 8 (е) > 
xx 


> 0 tal que do la condición 0 < z — xy < 8 (2) (6 (8) < z — z < 
< 0) proviene | / (z) — «| < e. Análogamente se introduce el con- 


cepto de límite unitat 


en el infinito ( lím f (0) y lim / () . 
к=+= х+-% 


Empleando sólo el concepto do límite de una función, 
domuéstrose en los problemas 4.1—4.3 que el lím f (z) = 


хех 
= a, y llénese la siguiente tabla: 


0,01 | 0,001 


tiz, Ly = 1, s 
43. f (z) = ]g z, z, = 1, a = 0. 
Haciendo uso de los símbolos lógicos, escríbanse las 
siguientes afirmaciones: 
44. lim f(z) = oc. 45. lím 5 Í (z) = —оо. 


n-0 mt 
4.6. Ит f(z) = 0, 4.7. ím f(z) = +00. 


куно хоо 
4.8. lím ў (2) = 0.4.9. lím f (a) = 2. 
Em x 
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4.10. tim f (z) = —co. ^fi. Jm IG) = 


Caleúlens 
cionales: 


442. 


“los límites de las siguientes expresiones ra- 


‚ 443. lim L3 


кез 


TERENE 3. 


445. Ит 


v 


4.16. lin 5 E m, n€ N. 
(2-р)? 


4.17. lím d 


ht 


4.19. lim АЕ ре. 


xou Por I 
4.3 4 zt © а ^ 
(20. иш ( X334 T ) 


abr 
4.21. ln AT Ы 


Hee in 


4.22. lim 4 


хо 
4.23. Demuéstrese que si P,(2) -aori a {аһ 
Qm (2) = рат... | Um, entonces 


0 para n< m, 
aba para л -- т, 


DAÑA £N. | ACH. 


HENCE 
lim oer 


оо рага nom. 


irracionales 
inbroduc- 


AI calcular los límites que contienen expresione 
ss emplean Ereeuentemente los siguientes proced 
ción de la nue 

lación de la ir 


cionalidad «el Айшен al nmmerador y viceversa. 


Espurio 1. Caleúlese el lm = 


< Sea t=) Z. Bn est^ caso 
3—1 3—2 1 1 


Maya “үз т< 


Lu 35 


EJEMPLO 2. Calcúlese el Jím (Y 2267—0217. 
s 


< im (V EI — y 22—7)— 


(у EI-VEID FEM XU) 


= lí == 
Ga V=+7+V=#—7 
š 14 
= lim — À. 


zsa V z#+T+V=—7? 


Calcúlense los límites: 


5X 3n deb 
4.24. lím — 


y 
xao КА 


4.26. 


dE) 
х= Vary Y 324 y dz 


4.28. 


4.29. 1í 
v 


4.30. lim K 
хәй V 224- 


4.31. 


4.32. lim (Y z—a— V 2). 


4.33. Mm (V z+ Y 24 Vz--V z) 


хоо 


4.34. lím V (22—72 4 


4.35. lim a? (V 23-72 — 32). 

Haciendo uso del límite notable (1), caleúlense: 
ө н sen 37 же, Р son 7z 

436, lim СЕ. 4.37. im etm 
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Surcsen х 


4.38. lím zctg zu. 4.39, lím 


хәй xen 4e 
EET |. cos az — ens fir 

440. Иш —— 444. làn — 9. 
E ast 

Ç 
4 = 
4.42. lím ( шт ou а). 
4.43. lím tg sen 22 


aa 


4.44. lim -Vesz 


ES па 
SEN 
4.45. lím (5 — z) tg z. 
(3-4 


Demuéstrese las siguientes rolaciones: 


4.469, lin, BED log, c. 


х-0 
4.47%. lim * 
x>0 


4.48%. lím 


atas 
x-0 Ы 


Al calcular los límites del tipo lim ú (1960, donde el 


xx 
lim и (0) = 1, Иш о (0) = оо, se utiliza el limito notable (2). 
me p 


EJEMP aleülese el L9. узе 
ExEMPLO 3, Caleíleso dl нш (=). 
< Tenemos 


Gi)" (n n) 


Puesto quo 


lim [115 


x+ 


37 


entonces 


š: z Зх 

lim ( ) == 

xoc N 2-Fz 
(se ha utilizado aqui la continuidad de la composición de funciones 
continuas). p» 


Al hacer uso del límito notable (2), así como también de 
los resultados de los problemas 4.45—4.47, calcúlense los 
límites: 


449. Mio (LE JE, 4.50. lím 


xo x= 


ш 
5 


2—5 


£ 
4.51, lim (cosa). 4.52, lim (14 tg? x 
х-0 


Ed 
4.58. lim z(In (2 - 2) — In 2). 


xm 


1 
= 


zo [ES TN 
454. lím- In р AL. 4.55. lím аа —1). 
4.56. 1m ÉL. д.57, Mm 19821, 
gsi Жз xoa 0774 
4.58. lím 29028. 
хәб d 
4.59. Deinuéslrese que lím / (e) = а cuando, y sólo 
EN 


cenando, para cualquier sucesión de argumentos (z,)nes> 
convergente hacia zo, la sucesión correspondiente (f (ж„))лєм 
de Jos valoros de la función converge hacia a. 

Usando los resultados del problema 4.59, demuóstrese 
que no existe lím f(x) para las siguientes funciones: 


4.60. f (z) = cos z, zo = co. 
4.61. f (a) — sen ER & 2 0 


4.62. f (z) — z — iz), à 
Hállease los límites unilaterales: 


4.63. - 4.64. 


4.05. lim (2 ра) х. 4.06. 


бл! 
H 1 
447. li arcigz. 4.68. lím | — 
4 in. wcigz. 4.68 Jim [2]. 
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4,69. lim LED. 470. úm _ 
E] 


epa 202—9 

4.71. Demuésirese que el límite de la función y = f (z) 
en el punto zo existe cuando, y sólo cuando, en dicho punto 
existon los Jímites izquierdo y derecho y, además, coinciden. 


2. Inlinitésimos e infinitos. Una función « (+) se llama infinité- 
sima рага z— za si el Ит (z) = 0. 


lin xc $ 
Los infinitésimos о: (z) y B (2) se denominan comparables, si 
existe por lo menos uno de los limites 


NET) Guo dí. 
кш oxi ^ m JE TE 


Sean a (x) y В (z) unos infinitésimos comparables para х ~ хо, 


"RECTE 
supong: 8, para concretar, iste lím == C. Entonces: 
y supongamos, pi mcretar, que ex) te dim ту" nce: 
а) si C s= 0, о (z) у В (z) se llamarán infinitésimos del mismo 
ordeu, En particular, cuando C = 1, los infinitésimos % (z) y В (r) 
se denominan equivalentes y se escribe a — b. 
) Si С = 0, entoneos el infinitésimo æ (7) se dice que es infinité- 
sito de orden superior con relación а В (z), y so escribe © o (f) 
a (z) 
MEG Ө 
а (а) во llamará infinitésimo de orden r con relación a Ñ (e). 
Una función 2 (2) se d infinito para х Za si el 
lím а (а) = oo. l'or analog se hizo anteriormento para los 


Si, en este caso, existe un número real r > Ü tal que el If; 


E 
infinitésimos, se introduce ta 
bles y la clasificación de ellos 


à el concepto de infinitos compara- 


4.72. Demuéstrese que si el Jím BT C se 0, во 
хохо Bl 
encontrarán tal número $ > 0 y Jas constantes C, y С, 
que se verifique 


а= z, | < ë = С.В (z) < a (2) =< C. (и). 


4.73. Demuéstrese que о со В cuando, y sólo cuando, 
а — B = 0 (e) o bien a — B = 0 (f). 

Determínese el orden de infinitud de c (e) con relación 
a B (2) = e, рага > —- 0: 


4.74. або) = AE 2 4.75. n (2) Y 


4.76. а (ш) EE, АЛТ. a (x) -= Ag z — sen v. 
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4.78. a (z) — sen (V z4-2 — V 2). 
4.79. a (2) = 3 sen? z — 24. 
4.80. a (z) = Y 1 
4,81. o (a) :=Y 
4.82. о (z) = ЗУХ — 4. 4.88. а (z) = 2* — cos z. 
4,84. Demuéstrese que z (z) — В (z) tiene segundo orden 


de infinitud con relación a z para z —- 0, si: 


a) аб) =. BG)=1—; 


b) а) Va x (а) =a (ase 0); 


c) а(х) = (1 + z)", В (z) = 1 + nz (n € N). 
Calcülense aproximadamente las siguiontes expresiones: 
4.85. 1/1,03. 4.86. |/ 25,3. 4.87. (1,03)°. 
4.88. (0,97)*. 
4.89. Demuéstreso que si 
a (2) ~ ai (2) y В (0) ~ В, (к) paa = so 
entonces 


H LA LION U, (х) 
a а HN WC 


Utilizando los resultados del problema 4.89, calcúlouso 
los límites: 


T 
aresen === 
1—z 


4.90. Шш TIET) 
a " i “= (— 
< Por cuanto arcsen Vic = “vés (—x) 


para z —> 0, eutoncos 


z 


arcsen 


Jim y1 


== 


lim 
х0 


In = pu 


4.91. Mim LL. 4.92, ит 
xoi dg? х=й 


4.98. lim 2 


y асат 32) ` 
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4.94. иш — ret? 


*X7Ü  arcsen3z-sen + 
x. dé 1--cos х 
4-95. агат ° 


—(cos z + sen z)? 


/3 
4.96. lim 202—009: 


a 
4 

Determínese el orden de crecimiento dol infinito А (2) 
con relación а B (z) = z para z— оо: 

4.97. A (z) = 2° + 150z + 10. 

4.98. A(z) = V EF Sz E34 | al. 

499. A(z)Va--Yz . 

4400. A(z) = V z-z4 ya. 


4.401. AG) = рар 102. AG)— e 


3. Continuidad de la función сл un punto, Clasilieación de los 
puntos de discontinuidad. Una función y — f (e) con un campo de 
ición D se llama continua eu el punto zo, si se cumplen las siguien- 
Ves tres condiciones: 

а) la función y == / (z) está definida en el punto осо, es decir, 
z € Di 

b) existe el lím / (e): 


x>x0 
€) el lím f(x) = / (zo). 


E 
Cumplida la condición a), las condiciones b) y c) son equivalentes 
à lo siguiente: 


lim Af (ro Д) = 0, 
Ax-0 


donde 
Af (ro, Ar) == f (zo + Ar) ~- f (zo) 


es ol incremento de la función y = f (z) en el punto ry que corresponde 
al incremento del argumento Az == z — ry. 
Si en ol punto ху se viola aunque ma de las condiciones a), b) 
y c). el punto хо recibe el nombre de punto de discontinuidad de la 
función y = / (2). En tal situaci * ebservan tre 
a) lim / (z) existe, pero Ja función no está definida c 


el ponto ze 
" xg = m " 
о bien queda violada la condición lím / (2) = f (25). En este caso zo 


Ea 
so llama punto de discontinuidad evitable de la función. 


4 


M) Jim / (e) no existe. Si еп este caso existen ambos límites 
unilaterales. lim 0) у lim f (2) (evidentemente, distintos uno 
ТАЛ ag- 
del otro), entonces лу recibe el nombre de punto de discontinuidad de 
primera. especie. 
c) En los demás casos ху Ieva el nombre de punto de discontinuidad 
de segunda especie 


4.103. Utilizando los símbolos lógicos, eserfbanse en el 
lenguaje «e-8» las siguientes afirmaciones: 

a) la función y = f (z) que tiene D como campo de defi- 
nición es continua en el punto z, € D; 

b) la función y += f (z) no es continua en el punto z, € D. 

Domuéstrese que las funciones que siguen son continuas 
en cada punto de su campo natural de definición: 

4.104. f (2) "REN 


< Weeurriendo a la fórm del binomio de Newton, obtenemos 
М Са, Ar) -= (y | ADS zR = Сер Az > 
4 Chapt (Anto... e (A). 
De aqui lím Af (rg, Ac) 0.» 
Ax +6 


Л.105. f (a) = a, ас>0. 

4.106. 7 (2) = log, s; «220, az d. 

4.107. f (2) = sen 4.108. f (z) = arcsen z. 

Sea dada la función f (z). ¿Para qué elección do los pará- 
metros que figuran eu su definición, será continua / (2)? 


Е ‚ 2561, 


4.109. f(x) | 


A, кез1. 
sho gah 
л. уа) = е 5 pee 


"PIT ағ 4-1, z< x/2, 
Ан, йй I senz--b,  rl9n/2. 

Hállense Jos puntos de discontinuidad de la función, 
investíguese su carácter, defínase la función adicionalmente, 


en el caso de discontinuidad evitable, «según la continui- 
dad»: 


4412. = —— 


FED" 
алав. ра) пем, 


41143. f (z) = 18251 


31—5 
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AM. f(e) sena. 4.46. Гб) Iesn. 


алат. f(z) 3 44118. /(д=-(х E D aret 


4.119. 


4.120. 


4.122, 4.123. f (2) = 
—1&><1, 

4.124. 1« rgá: 
€ de 


4.125. 


<<]. 
4426. f(x). 4 4—2, 1x25, 
2r—7, 2, «ze«A. 


COS d. _ xx E " 
2 4 
4427. j=] 4, E A 
| n=, = <<. 


4.128. Demuéstrese que todos los puntos de discontinui- 
dad de una función monótona acotada son puntos de discon- 
tinuidad de primera especie. 


Á. Continuidad en un conjunto. Continuidad aniforme 
función y = / (z) se Чына continua en el conjunto D, 
en todo punto z € D. Se llama uniformemente continua en 
si para lodo e > Ü existe un número $ (e) > 
ra z’, a" € D de la desigualdad | g’ — 2" | <Š (к) se deduce que 


He) EN е 
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TEOREMA DE CANTOR. Si la función y= f (a) es continua en cierto 
segmento [a, b], será en éste uniformemente continua. 


4.129. Demuéstrese quo si y = f (z) es una función con- 
tinua en [a, b], entonces ella: 

a) está acotada en [a, bh 

b) alcanza en [a, b] sus cotas superior e inferior (teorema 
de Welerstrasse); 

с) toma en cualquier intervalo (a' b')c- fa, b] todos 
los valores intermedios entre f (a^) y f (b) (teorema de Cauchy). 

4.130. Denmóstrese que si una función y = f (x) es 
continua cu [a, оо) y existe un límite finito lím f (x), dicha 


хоо 
función está acotada en la, оо). 
4.131. Muéstrese que la función 


1 " 
rad "и zl, 
0, 2=0 


toma en cualquier segmento (0, a] todos los valores inter- 
medios entre 7 (0) y f (а), no obstante no es continua en 
y al 

4.132. Demuéstrose que todo polinomio de grado impar 
tiene por lo menos una raíz real. 

4.133. Enünciese en el lenguajo «e-ó» la afirmación: 
la función y == f (z) es continua en el conjunto D, pero no es 
uniformemonte continua en dicho conjunto. Examínonso a 
título do ejemplo las siguientes funciones: 


а) f()-i, D=(0, 0; 
b) f (z) = lg z, D = (0, 101; 
e) f(z) sen, D=(0, 1]. 


4.134. Demuéstrese que si una función y = f (x) ов 
continua en [a, --oo) y existe un límite finito lím / (2), 


xpo 
dicha función es uniformemente continua en la, +00). 
4.135. Pruébese que una función no acotada f (x) = 
sen z es uniformemente continua en todo el eje 
—оо < z < Боо. 
Investáguese ja continuidad uniforme en los conjuntos 
dados de las siguientes funciones: 


4436. Рб) = p= 


—A, 4]. 
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4.137. f (z) = In z, D = (0, 11. 
4138. fl) ==, D-(0,a. 


4439. /(1)=e"cosL, D—(0, 1]. 


4.140. f (z) = arctg z, D = К. 
4441. f (z) = V z, D = И, +00). 
4.142. f (z) = z sen z, D = [0, +оо). 


Š$ 5. Números complejos 


1. Operaciones algebraieas соп los números complejos. Sc denomi- 
nan números complejos toda clase de pares ordenados z — (7, y) de 
los números reales, para los cnales las operaciones de adición y mutti- 
plicación vienen definidas dol modo siguiente: 


(tp їл) + (zy, Ya) = (а + ze, yi -+ Yo), (0) 
(z їл) (Zar y) = (z122 Уш, Ziya + Tayi). (2) 


El conjunto de todos los números complejos se desígna por ol 
símbolo Q. 

Los números reales z e y llevan el nombre de partes real e imagi- 
naria del número complejo z = (z, y) y se denotan mediante los sim- 
bolos Re 2 0 Jm z, respectivamente. 

Dos nümeros complejos z, (tis n) У z, 
iguales cuando, y sólo cuando, z, e y, — 

De las definiciones (1) y (2) so deduce que todo número complejo 
(æ, u) puede escribirse del modo signiente: 


(z, y) == (z, 0) + (0, 1)(у, 0). (3) 


Si, ahora, identilicamos los números complejos del tipo (z, 0) 
con los números reales > Ji y designamos el número (0, 1) por el sím- 
bolo i, entonces la igualdad (3) tendrá la expresión 


(za, ya) se dicen 


2=2+ iy 


y se denominará forma algebraica del número complejo 2 

5.1. Demuéstro: ^ las operaciones de adición y multiplie: 

de los números complejos poscen las siguientes propiedados: 
22 + 2) (ronmutatividad de la adición); 

a) E za — z, -b (гь de zy) (asociatividad de la multi- 


1) Es decir, establecemos mna correspondencia binmivoca 
(z, 0) +» =, entre los conjuntos f(z, 0) | ER) y R. De (1) y (2 se 
deduce qne dicha correspondencia «conserva laz operaciones 


(z 0) + (т. 0) — (n d me 0 en za, 
(ху, 0)+(т„, 0) = (2322, 0) e 2177. 


iconmutatividad de la multiplicación); 

су (22-4523) (asociatividad de la multiplicación); 
€) 25 (2, -| тга (ey de la distributividad). 
$5.2. Demuéstrese. que: 

а) л, 35 3 032 (25: 31). 


( el número z se Hama coriente de la división de z, por 2, y se designa 


e) i = 2 
d) (ык, 


mediante el símbolo x 


b) si а= э 1m - Fa È ipa entonces 


= хул, Ils Vito — TAa 
= 1 EI 


En los problemas 5.3—5.12 ejecüteuse Jas operaciones menciona- 
, representando los resultados en forma algebra: 


5.8. (1— 20 (2 | p%- 5i 
< Ml problema consiste єп que el ойпого complejo dado sea 
atado en la forma 
(0 - 200 61-45 = z — iy. 

Con este fin podemos aprovechar directamente las fórmulas (1) 
у (2), no obstante el mismo resultado lo obtendremos con mayor faci- 
lidad de la manera siguiente. Como muestran las propiedades de las 
operaciones enunciadas en el problema 5.1, al adicionar y multiplicar 
los números complejos, representados en la forma algebraica, podemos 
tratarlos igual que los bínomios del tipo æ O ib. teniendo en cuenta 
adicionalmente que i$ — (0, 1) (0, 1) = ( 0) — 1. Por esto 


(21-4444 
(1—20 (2 - ^ 2048-p AD 
de donde obt tiva 
( — 20(2-| u8 | hi 4 —204 5: 1 |» 
5.4. (2-- 3) (3 — i). 5.5. (4 + 202 


гер 


mos en defi, 


y. 


< El resultado puede ser obtenido empleando directamente la 
fórmula del problema 5.2. llemos de notar, sin embargo, que 
(20-0 es un número real. Por eso, al multiplicar cl 
numerador y denominador de la fraceión dada por 1 — £, encontramos 


2—4 (2 mE SC iE 
г атри) be 
[ 1 

arta 
а+ зто ü 

5.11. — ap 


P42 \? 
542. (FT) 
Hállenso las soluciones reales de Jas siguientes ecuaciones: 
5.13. (1 + i) z + (—2 + 5i) y = —4 4-174 
5.14. 12 (2z -+ i) (1 -+ š) + (z -y)8—2)) = 
= 17 + 6i. 
Resuélvanse los siguientes sistemas de ecuaciones linoales: 
5.15. (3 — i) z, + (4 + 2i) z, = 1 + 3i, 
Š + 20) 2, — (2 + 3i) z, = 7. 
5.16. (2 + ) z, + (2 — š) z, = 6, 
(3 + 2i) 2, + (3 — 2) z, = 8. 


Si en un plano se ha introducido un sistema de coordenadas rectan- 
gulares cartesianas Оху, entonces a todo número complejo z => x -l- iy 
se le puede asignar cierto punto M (z, y) de abs = y ordenada y. 

En este caso suele decirse que el punto M (z, y) representa el núme- 
ro complejo z = x -í iy. El plano, en el que se representan Jos núme- 
ros complejos, se denomina plano complejo, el eje Oz, eje real y el Oy, 
eje imaginario. 

El número r = 1/2? + y? se llama módulo del número complojo 
z= z- iy y se denota por el símbolo | z |. KI módnlo del número z 
es igual a la distancia entre el punto 27 que representa este número 
y el origen de coordenadas. 

Toda solución q del sistema de ecuaciones 


eos qi 


EIL 


Very 


recibo el nombre de argumento del nú 
Todos los argumentos del número en números entera 
Viples de 2л y se designan por el bolo único Arg z. Cada valor del 
argumento coineide con la magnitud «р de cierto lo al cual se 


debe girar el eje Ox hasta que coincida con el radio vector OM del 
punto M (en este caso q > 0, sí el giro se realiza en seutido antihora- 
rio, y g < 0, en el caso contrario). Se denomina valor principal del 
argumento al valor de Arg z que satisface la condición O < Arg с < 
«2n, y sc denota mediante el símbolo arg z. 

En algunos casos se llama valor principal del argumento el valor 
de Arg z que satisface la condición —a < Arg 2 < n 

De las correlaciones (4) se deduce que para todo número complejo 
z se verifica la igualdad 


= | 2] (cos q ¿sen q), 


llamada forma trigunométrica del número z. 
EJEMPLO 1, Ropreséntese en Ја forma trigonométrica el número 
complejo z = —2 -} 2: 1⁄/ 3. 
«4 Tenemos 
= 


r + (2 И) 4, 


cos q —1/2, senq— y 3/2, 


47 


por lo cual el valor principal del argumento arg 2= 27/3 y, por 


ende, 2-4 (msi X) w 


Represéntense en forma trigonométrica y exprósense 
mediante los puntos eu un plano complejo los siguientes 
números complejos: 


317. —i. 548. 1 -iV 3. 549. — 


5.20. A 5.21*. соз Li sen. 
4i 7 7 
л 


5.22. son 4- ieos 3 5.23. 1-reos 7-1 isen 7 - 


kl 
plejo 2 


ero complejo > — iy se Пата conjugado del número com- 


| ių y se designa por el símbolo z. 


Demuéstrese las igualdades siguientos: 
5.24. 8+ = 2Rez yz — 2 = 2i Jm 2. 
5.25. (z) 36. |z] 5 121. 

5.27. z, 2, + 23. ә 
528. ка = Rn у (4) = 2. 
5.29, zz = |z |. 

5.30. Caleülense: 


а) zz y (2) , si —1—iY3, =} +i, 


ss 


D) s y E, siz=3421, n 72-20 
2 
5.31. Sea p (2) un polinomio arbitrario de coeficientes 
reales. Demuéstrese que para cualquier z € C se verifica la 
igualdad p (z) = p (2). 
Resuélvanse las siguientes ecuaciones: 
5.32. |z |— z = 1 + 3i. 5.33. |z | +z = 2 +i. 
5.34. Demnóstrose las igualdades y aclárese su signifi- 
cado geométrico: 
Inl. 


а) |21221>1% Ed 21 y [z^ 
b) Argz, -+ Агат = Arg (2122) у Argz, — Arg z, = 
= Arg (2). 
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5 |= 
NE 


(las igualdades b) зе entienden еп el sentido do que los 
números que figuran en los primeros miembros coinciden 
con ciertos valores de los argumenlos z,z, y E). 
Aclárese el significado geométrico de las siguientes 
transformaciones del plano complejo: 
5.35. 2-2 — 2. 5.36. z— z4- (3 — i). 


5.97. z — iz. 5.38. z > JE ad. 


2 
9.39. 3 > 5.40. 2 = 22. 
5.41. z — 


ipe 5:42. 2—54. 
А —i 


5.49. Demuéstrese que: 

а) la magnitud | 2, — z| es igual a la distancia en el 
plano complejo entre los puntos M, y M,, que representan 
los números complejos 2, y zo; 

b) [z +z |< |а |+ lz ly 12% |2 liz, 1 
— 2, | | (desigualdad triangular). ¿Cuál es el significado 
geométrico do estas desigualdades? 

5.44. Domuéstrenso las identidades: 

а) |z + Za E+ lz — а, | = 2 (1z, P + |, 1% (¿cuál 
es el significado geométrico de esta igualdad?); 


D talt аа - HS Vsa |a [Yu |. 


Dése, en los problemas 5.45—5.55, Ja descripción geo- 
métrica de los conjuntos de todos los puntos de un plano 
complejo que satisfacen las siguientes condiciones: 

5.40. Re z 2 0. 5.46. 0 < Im z < 1. 5.47. | Im z | < 2. 

5.48. |z | < 1. 9.49. |z + í | = 2. 

5.50. 1< |z + 2 |< 2. 5.51. |z |> 1 — Boz. 

5.52. |z — i | = |z + 2 |. 5.53. 0< arg z < n/4. 

5.54. |n — arg z | < л/4. 5.55. 2 = z. 


5.56. Sea 2 4€ —1. Demuéstrese que Re 
=>|:|=1. 


Sea « un número real arbitrario. Mediante el símbolo e? se 
denota un número complejo cos q -|- ¿sen q. Con ayuda de esta 
designación todo número complejo z = | z | (cos q -+ ¿sen q) puede 
escribirse en la forma exponencial 


2= 12| et, 
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Reproséntense en la forma exponencial los siguientes 
números complejos: 

5.57. 15.39. 558 5124 5.59. —3 — 4i. 
5.60. —2 + i. 5.61. sena — i cos о. 
5.62. зеп a + ¿(1 — cos a). А 

5.63. Demuéstrese que el símbolo el* posee las siguientes 
propiedades: 


а) Vn €Z (e?»—1); b) еее; 


Р š nz 
b) eiti gita gie у LE Ls gilt en, 
Y ARM 
5.64. Represéntense los números dados z, y z, en la 
forma exponencial y realícense con ellos las operaciones 
indicadas: 
Gi " = s a3 
a) агы $L, si 72V 3 —2i, 27 =33 y 35 


b) zi. E, ві a= —V241Y2, 42V 8—iy 8. 
' 
5.65. Denuéstrense las fórmulas de Euler 


doy io ¡PP 
dre _ dte 
соз = —5—— , seng- zi 


5.66. Demuéstrese la fórmula de Moivre: si 2 = re^, 
entonces 


2" = pene, 


o bien, en la forma geométrica, 


z^ = r" (cos тр + i seu nq). 


Haciendo uso de la fórmula de Moivre, calcúlense las 
siguientes expresionos: 


5.67. (1 ii. 5.68. L 


y» 14i V 8426 
Tes. 5.69. (a). 
5.70. 4-4 —iy 3) *- 

5.71. Demuéstrense las igualdades: 


а) (1+ i)" = 22 (cos TE hisen) š 


b) (V3—i)"= 2" (соз Z isen ==) š 
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5.72. Haciendo uso de las fórmulas de Euler, exprésense 
en términos de los sonos y cosenos de los arcos múltiples 
las funciones: 

a) cos? g; b) sen? q. 

Haciendo uso de la fórmula de Moivre, exprésense en 
términos de cos p y sen ф las siguientes funciones: 

5.73. cos З. 5.74. sen Зф. 

5.75. cos Aq. 5.76. sen 4p. 


Sea а = re? un número complejo fijo. Entonces, la ecuación 
а" = a, n € №, tiene exactamente п diferentes soluciones 20, д), » + - 
+. s Sg; Con la gertewaridae de que dichas soluciones so determi- 
nan por la fórmula 


ve MA рл 
ne; ¿OR уе (us, ЖЕМЕ y cop IRE. 
k=0,1,...,n—1 
(aquí 97 es un número positivo real). Los números zp, k = 0,1,... 
+ «y n — 1, se denominan raíces de n-ésimo grado del númoro complejo 
a y se desiguan pon e] símbolo y2. 
EJEMPLO 2. Hállense todas las raíces de tercer grado del número 
а= —2 + 2i V3. 
iR 2x 2x 
44 Puesto que a=4e 2 —4 (cos m A) ‚ entonces 
2л, элд 
. (mE 
Wai tn. 
T 2x , 2л 2m , 2 
zy (соз (78) гна (++ )j)), 
donde k=0, 1, 2. 
Para &—0:(y/a)y- 74 (оз SX sen X) 4 
Para k=1:(/0),=/1 (cos ism x). 


Рага k=2: (3⁄2),=1⁄4 (cos 1а ism 22) ‚„ 


5.77. Hállense y exprésense en un plano complejo todas 
las raíces de segundo, tercero y cuarto grados do la unidad. 
Hállense todos los valores de las raíces: 


5.78. Vi. 5.79. Y —1. 5.80. Y —9. 
581. V-1+1V3 . 5.82. V2/3 +2. 
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5.83. Y 


5.84. VIPiV3. 5.85. Y (22. 
5.86. Demuéstrese que las raíces cuadradas de un núme- 


ro complejo pueden hallarse según la fórmula 
Vs=V z ri =+ (V TEE ism y y 221 T 


E! empleo de la forma expononcial de números complejos en 
muchos casos simplifica considerablemente los cálculos, 

EJEMPLO 3. Calcúlese la suma 
S (q) = sen p + sen 24 -- ... + sen ng, 2am, m € Z. 

< Puesto que sen g = Im eÍ@, entonces, recurriendo a la fórmula 
para la suma de una progresión goométriea, obtenemos: 


8 (ф)= Im e'?- Tm £294. . 


am (e!? Lee, 


Calcúlense las sumas: 
5.87. cos q -|- cos 2q + cos 3g + . . . + cos ng. 
5.88. cos ф + cos Эф + cos бф +... + cos (2n — 1) p. 
5.89. sen ф 4- sen 3@ + sen 5g + . . . + sen (2n —1) q. 
2. Polinomios y ecuaciones algebraicas. Se denomina polinomio 
(o función racional entera) de n-ésimo grado una función del tipo 
рь (z) = ам" -- a A + J... ar + ze. (5) 
donde z € C, ao, ay, « - + an son los coeficientes (generalmente com- 
plejos), con la particularidad de que a, = 0, п € N. La ecuación 
ay Ma sn... asas = 0, 30, (0) 
se llama ecuación algebraica de n-ésimo grado. El número zp, para 
el cual pa (zo) = 0, Jleva el nombre de raíz del polinomio (5) o do 
la ecuación (6). 


TEOREMA DE GAUSS (teorema fundamental del álgebra). Todo poli- 
потіо de grado no nulo tiene por lo menos una raíz (generalmente com- 


pleja). 
52 


El número zç es una raíz del polinomio р, (2), si. y sólo si, p, (2) 
se divide sin resto por el polinomio z — 20, es decir, si 


By (z) = (z — 20) qa (z), 


donde л (z) es un oues de, (п — 1)-ésimo grado. Si p, (z) se 
divide sin rosto po e- ‚ pero no se divido por (2 — 2pJA*, 
entonces z, se llama raíz ee ERAS) k del polinomio p, (z); en 
este caso 


Pr (z) = (z — %)® as. (2), 


donde qn, (20) 3 
Bl teorema de Кеө puede ser precisado de la munera siguiente: 

un polinomio de n-ésimo grado tiene exactamente n raíces, si cada raíz 
se cuenta tantas veces cual es su multiplicidad. 

Si los coolicientes del polinomio (5) son números reales y 2 = 
= zo + igo es su raíz compleja, entonces el número conjugado z, 
= zo — iyo será también una raíz de dicho polinomio, con la parti- 
cularidad do T las raíces z;y 2, son de multiplicidad igual (véaso cl 
problema 5.3 

[КҮ que el polinomio p, (2) tiene las raíces z 22, . . 
ecu ig (m < у. cuyas oy Son k, Kg, - - -> Км, respectivas 
mente a (ka Akt... + k, n) Podemos, en esto Caso, descom- 
ponerlo en factores lineales, es decir, resulta válida la identidad 


Ра (z) = an (z — n)! (s — M... (z — 2)". 


Si los coeficientes del polinomio son números reales, entonces, 
al reunir los paréntesis correspondientes a las raíces complejas con- 
jugadas, podemos descom| Bae este polinomio en un producto de 
factores lincales y cuadráticos con coclicientes reales. 

EJEMPLO 4. Yrállense. las raíces del polinomio 2% -|- 229 + 1 y 
desarróllese el mismo cu factores. 

44 Puesto que z*-F 22 4-1 = (22 + 1)*, entonces las raíces 
de este polinomio son las de tercer grado de —1: 


Cada raíz, además, tiene una multiplicidad de ё = 2. La descomposi- 
ción de este polinomio en factores ше tiene por expresión 


adstitit (a (RE y [: - (+ vay 


¿Ye 
Al reunir los dos últimos paréntesis en un factor, obtendremos 
una descomposición en factores con coeficientes reales 


#+2m- (MA ine 
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Resuélvanse las ecuaciones cuadráticas: 
5.90. 22 - 22 + 5 = 0. 5.0. 12° — 2z + 1 = 
5.92. 22 -- (5 — 2i) z + 5 (1 — i) = 0. 
5.93. 2° + (2i — 3) 2+ 5 — 0. 
Resuélvanse las сспасіопеѕ binomias: 

5.94. 22 — 1 = 0. 5.95, 23 + 1 — 0. 

5.96. (z + 1)! — 16 = 0. 5.97. (z + 1)* + 16 = 0. 
Resuélvanse las ecuaeiones bicuadradas 

5.98, z' -- 1822 -+ 81 = 0. 5.99. zt + 422 4- 3 = 0. 
5.100. 24 + 9z2 + 20 = 0. 

5401. 2 — (1 4-023 + 2( + D = 0. 

Rosuélvanse las ecuaciones trinomia: 
5.102. z^ + 4z* -+ 3 = 0. 5.103. z* + 152% — 16 = 0. 
5.104.* Muéstrese que todas las raíces de la ecuación 


(«€ 8) 


son reales y distintas. 

Descompóngase en factores lineales y cwadráticos do 
coeficientes reales Jos polinomios siguientes: 

5.105. z* — 1. 5.106, 2% 4 1. 5.107. z! + 22 4-4. 

5.108, 21 + 422 + 112° + 442 + 10; se conoce la raíz 
—1- i. 


.109. 25 zt j 23 — 22— z —1; se conoce la raíz doble 


5,110. 2% -- 623 + 92° -+ 100; se conoce la raíz z = 
= 1 + 21. 


3. Límite de la sucesión de números complejos. El número a se 
denomina límite de la sucesión de números complejos (2,), € м y se 
escribe Jím z, = a, зї para cualquier в > 0 existe un número W (e) 


tal que, "Siendo n > N (e), se cumple la desigualdad | zp — a| < e. 
д ón (nnen Зе Маша conrergente al infinito y se escribe 
lím z, == œ, si para cualquier £ > 0 existe un número N (E) tal 


. беа z, = Ro z, e y, = Im zp. Demuéstrese que 
а = oo cuando, y sólo cuando, lim z, = Reca 


пэс 


у lím y, =;Im a. 


no 
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5.112. Sea lím z, == a s£ œ, y Ит w, -= b == oo. De- 
muéstrese que: s 
a) lím (z, + wna) = a + b; b) lím 2,0, = ab. 


поо me 


5.113. Sca lím z, =0 o, y lím p, = b 55 0. Demués- 
nro naw 
2 а 
trese que Jim ww 


Calcülense los límites: 


" P 1 j —in 
5414. lím (2—i 00). 5.145. Ит T =, 


ë 5п in? 
5416. Ий cu rp ERIT 
es 0-20 (3-+ in) 

54117. Jim aer 


n m 
5.08. lim (14>). 5.419. im ze 


5.120. lím (29%. 5.121. lím (7 Hi (1 a +))- 


n 


1 
5.122. Jim Gr -5 +. cae] * 


т- 


1.123. kn Y 3 б. 5.124. Ит (nsen + 1- 


тоо A no 


edet). 


5.125. ma Tir 


8 н y. 


Demuéstrese que las sucesiones que siguen son acotadas, 
poro divergen: 


5427. z,—P. 5428. 2, (—* iE. 


5.126. Ním n: l- 


Karea 


5.129. s - (144) 47. 


5430. 2.3 (0 (09). 


Pruébese que las sucesiones siguientes no están acotadas, 
pero no convorgen al infinito: 


5.131. zn =n (141%). 5432. z, = (e 2 —i) nn. 
5.133. Sea r, = [z, | y Фа = arg z,. Demuéstrese que 
lím 2, = a {0< |а |< оо) cuando, y sólo cuando, el 


no 
lim Ta= [a] y Mni Фл = arg ф (siendo eligido ade- 
enadamente el campo y de valores principales de argumentos). 

E! resultado del problema 5.133 se usa a menudo al calcular los 


límites de las sucesiones complejas. 
EskMPLO 5. Sea q un número real (Ф +0). Demuéstrese que 


lim (14-49 )"— cos o i son p= ee 
2m 


4 Analicemos dos sucesiones reales: 

ü 2 2 
(нче), 
Ф == агу (y =n arg (1-2 


Calculemos sus límites; 


fn 


lim n= lím (+ + 


тоо no 


lím qu Иш n arctg Lp lim 


Aog t еы a. $ 
n 
De agui obtencinos 
lim (14 AE)" a (cos pHi son p= e. e 
А 


5.134. Sen z = z -l- iy. Demuéstrese (véase el ejemplo 5) 
que 


i 
lím (1 4 =) — e* (cos y 4 ¿seu y) = е == e, 
no в 

Demuéstrese la convergencia de las sucesiones a seguir 
y hállense sus límites: 


56 


5.485. z, = z", |z |< 1. 5.136. z, = т, |z |< d. 
5.137. 2, — 4 Ez d... + =m, zl. 


5.138. zm = Hier. >! 
5.139. Calcúlese 
иш Len 
n-m PAP F 


Alale y Taft 
5.140. Sea lím z, = a 56 оо. Demuéstrese que 
n> 


їнї «йй. 


mc 


RESPUESTAS 
4.4. La aproximación por defecto 0,1; 0,10; gaoi La aproxi- 
mación por exceso? 0,2: 0,14: 0,102. 1.2. a) Y b) 0 
1 


2183 1 AU qiu 
o or At. log, + glo. 12 (3) Т={+) 5 


L4. nu 521146, (E, р}. 149. (1, 9. 120.0. 
1.21. (0, 2). 1.39. (— оо, 21. 1.23. (—00, 4} U IB, o). 124. (3, 4). 


125, И, —1+үй. 12. (—6 Y jy 
(E, знизу. 137. (ео, —1р 128.0) (1, 2) C 


с{1, 2, (1, 2, 3); b) ambas notaciones son justas. 1.29. А = 
—(0, 1, 2). 130. A —4Y.. 1.31. 4 =H, 2, 3. 4). 1.32, A = 
= (—2, —1, 0, 1, 2), 1.33. А = (1, 2,3). 1.34. A = (n/2, n, 3л/2, 2л). 
1.35. Véase la tig. 3. 1.36. Véaso la fig. 4 (la frontera de la rogión 
rayada no pertenece al conjunto). 1.37. Véase la 1.38, Véase 
la fig. 6 (la Línea de trazos no pertenece al conjunto). 4-29. Véase a 
fig. 7 (la frontera de la región rayada no portenece al conjunto). 
1.40. dos (2, 2). 1.41. Véase la fig. 8. 1.42. Véaso la fig, 9 (la 
frontora ela región nds M Macer LE gammai A 

nB = = 
. (Sk| k € 23. n D 24 

, р ылы ORAE 1]. а mE 

- 4.5 А 5 уал, 1). 
To. ду об, En) Utt). 1 —1,0,1). 1.61. {n€ ni n = 
= 3k, k € №): Ø- 1.62. UR TES M, CN. (1). 1.63. a) Todos 
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los puntos del círculo dado; Z; b) todos los puntos del anillo ence- 
rrado entre la cireunferencia dada y una circunferencia concéntrica de 
radio dos veces menor; ©; c) todos los puntos del círculo; el centro 
del círculo. 1.73. a) mín X no existe; máx X = 1; b) [i bees 
(әв, 0}; sup X = 1; inf X = 0. 1.74. Уу; no existe; 1/3; Ù 


Fig. 4 


1; =i; t; od Ыы No existe; —5, 0; —5. 1.77. No oxisto; no i 
0; no existe. 1 No existe; no existe; 1; 0. 4 КЫН МА 
1.83. a) Vorídi e) falsa; c) verídica; d) “falsa. 1.84 Balsa. Y ai. 
Уетїйїса. 1.86. Falsa. 1.87. Verídica. 1.88. Vorídica. 1.89. Falsa. 
1.90. a) Verídica b) falsa. 1.91. a) Verídica; b) verídica; c) falsa. 
1.92. a) f (zo) =0; / (хо) =ë 0. b) f (za) C 0A V z (7031 (za) = 0); 
ANACO A 3z (z = ZA 0); 
de (Чу) = 0) A (Уе (z F to => f (z) + Os a (f 90 
MD zs (ду ze À Í (n) = f (z) = 0). 1.98. E. Vz € X 
EY ize PC an. Cf (n EXP A (Yz € X (m < Əli 
v € X| V (36 € X (z < m). c) iem X) A (Yz € X (m <a) 
Vae ХЭ ЄХ (x 2). 1.9%. а) €Z(nzkm; КЄЛ 
(n =: km). b) (21 a A Dues оц a АЗ\л) A6 fn. (Op. 
sERVACION: Puesto que la declaración al es verídica, la EU 
de ella es falsa). e) Wee N (nlp (п = 1 ул = ph 3n € N 
(nip À (a #1 A з p). 
52 V 16157 


Ç Fd 
24. к=} xg. 22. V= Дї 


dc dia d vè 
2.3. S= o 2.4. v — a (t— to); з= (ts ¡> donde 
ito 


zt a—b 
| = Шы кыза ы 
HA, e, 
IES 
K E ы sss 
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Aa 


> 


Fig. 9 


2.6. v= +w (42 — 2), D=[0,2R]. 2.7. a) s= ym B, 


Р ==[0, 2R]; b) S—4xRisen-z cos $, 0—10, mh о) S= 
= AnRo cos D sent Б, D— i0. 1/2). 28. 0, —64. 2.9. —1, 0,1, 2,4 
2.40. 0, à — 1, а 308 4- За, al — 3a 4 3a — 2, 

4+2 z 2 z—1 1+: 
162 214, Es —J3 zo pro тү, do 
242. D=(—3, c), E=(—00, +00). 243. D=(—%, 53), E= 
=[0, +00). 24. D= U ла, л (2 4- 03], E = 0, а]. 

REKRUTO) 


245. »-[-3. EP Е=|0, m] 246. р= у, (x (at 


+5), -Җ-(®+у)), К=[— 9, 193). 247. De[-—1, 1], 


Е= |0, 1]. 248. Z= (2, 3), E 


(==, 127] ‚249. D=[—1, 4), 


0, 1/4].2.20. D=[0,2), E=11, 27]. 2.21. D—(— co, +00), 
Ма, +00). 2.22. G = [0, 4]. 2.23. G = |1, 2]. 2.24. G = 
= (—9,0) U U (1, -Feo). 2.25. A 2.26. G = (1, 3]. 2.27. G 
= [0, V 272). 2.28. Do A) D+ = (— Da (—o0, —1). 
2.29. D, = (—1, 2), D} = Г a), D_ = (оо, —4) Ú @, +00). 
2.30. D = te RI: = —, 


š A 
пе 50), D, = тес zr. 


я UU х 
a€Z^ LO) 
х [== рр). 231. Pit. D, (C99) U (l, +), 
D.—(, 1. 237 f()e:—2. 238. 1) VEZ 


2.39. / (2) = sen z. 2,40. Par. 2.41. Ni par ni impar 2.42, Ni par ni 
3. Im] ar. 2,44. Ni ni impar. 2.45. Dupar. 2.47. T = 

3/2. 2.49. No periódica. 2.50. No periódica. 
. No periódica. 2.52. 7 = бл. = 0, la foneión inversa 


b 


no existe; si a 20, entonces y = es la función inversa y D = 


co, роо). 2.54. La inversa 
e —V—=+4, siz<0, 
i VI+, 220. 
2,55. Lu función inversa no existe. 2.56. La función inversa 


D=(—00, +), 


yalo, (ә, des). 257 La inversa y=2logz, D= 


=(0, +00). 2.58. La función inversa y= 7 


dpt 
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2.60. а) у= —V/ zl, D= 


-[-i. +=). 26.1. ауу 
аго son z, D=[—4, 1]. 24 


=p arccos 82 —1), D= l0, 1 
0) y=14- arccos 22—10), 


—(i—z) 2.66. Jog==, z 


2.68. fog=0, gof—g. 2. 


=V u, u= =%. 2.1. / (u) —senu, и 
uc воп, p= z, 2.73. J (u) =arcsen u, u= 


sen u, u=20, p=2%. 2.75, 
д д 
2.77. (tm +) 


> +=): by-Vzri D= 


=aresen z, D—[—1, lj; b) рел 
£ dem Q 
2. =í an адо 268 9 У 


i b) иа arccos 351), D-0, 1}; 


D=10, 1], 2.65. jog=1—.*, gof= 
>0; gof=x. 2.67. fog=x, gof= 


а+л, тЄ[—л, —1/2, 
= z z€ |—a/2, 1/21, 
z—n^», 26(л/2, aj. 


. a) z; b) z/ V 1432. 2.70. /(u)= 
72. f(u) 2v, 
«2.74. ] (u) 
1 (u) S u7 t, umi, v=1g t t=logs z. 


кє z) 2.78. ((—1, 2), (1, 2). 


=cos v, v=Y z. 


e, v=} 


2.79. ((2kz, kn) | k € Z). 2.80. (кл, 1)1 k € Z). 2.81. a) Una recta 


que pasa pur ol origen de coordenadas 
recta paralela al ojo Oz que pasa por el 


por el punto (1, 2); b) una 
punto (0, —2); с) una recta 


y 


que pasa po ol punto [ 0, — a y es paralela a la bisectriz dol segundo 
p 3 g 


y cuarto ángulos coordenados. 
en 1 hacia abajo а lo largo del 


2.82, a) La parábola y = 


? desplazada 
l eje Oy; b) la parábola y 


4%, estirada 


en 2 veces a lo largo del eje Oy, desplazada en 1 a la derecha a lo largo 
del eje Oz; c) la parábola y = z? reflojada respecto al eje Oz, con- 
traída en 2 veces a lo largo del eje Oy, desplazada en 2 a la izquierda a 
lo largo del eje Oz y cn 3/2 hacia arriba a lo largo del eje Oy. 2.83. 


a) La hipérbola y = e desplazada en 1 hacia abajo a lo largo del 


eje Oy y en f a la derecha a lo 


largo del eje Oz: b) la hipérbola y = 2 


reflojada respecto al eje Oz, estirada on dos veces a lo largo del oje Oy, 
desplazada en p hacia abajo a lo largo dol eje Oy y en 1 a la izquierda 


alo largo del eje Ох. 2.84. a) 
veces a lo largo dol eje Oz y d. 
del oje Oz; b) la sinusoide y 


La sinusoide y == sen z, contraída en dos 
lesplazada on 1/6 a la izquierda а lo largo 
— son z, reflejada respecto del eje Oz, 


on dos veces estirada a lo largo del eje Oy, en dos veces estirada a lo 
largo dol eje Oz y desplazada en 22/3 а la derecha a lo largo del ejo Oz. 


2.85. a) la tangenzoide y — tg 


z, en tros veces estirada a lo largo del 


eje Oy, en tres veces estirada a lo largo del eje Oz y desplazada en 3л/4 
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а la izquierda a lo largo del eje Oz; b) la tangenzoide y = tg z, reflejada 
respecto al cje Oz, contraída en dos veces a lo largo dol oje Oy, con- 
traída en dos veces a lo largo del eje Oz y desplazada en 37/4 a la 
izquierda a lo largo de] ojo Oz. 2.86. a) La gráfica de la función trigo- 
nométrica inversa y = arcson z, en 4 veces estirada a lo largo dol eje 
Oy y desplazada en 1 a la derecha a lo largo del cje Oz; b) T ráfica 
de la función y = arcsen z, reflejada respecto del сјо Oz, en 3/2 veces 
contraída a lo largo del eje Oy y desplazada en 1/2 a lo largo del eje 
Oz a la izquierda. 2.87. a) La gráfica de la función trigonométrica 
inversa retg z, reflejada respecto al eje Ог, en tres veces estirada 
respecto al eje Oy y desplazada en 5/2 a lo largo del eje Oz a la izquier- 
da; b) la gráfica de la función y = arctg z, en 5/2 veces contraída a lo 
largo del eje Oy y desplazada en 6 a la derecha a lo largo del ejo Oz, 
2.88. La gráfica de la función exponencial y = 2%, reflejada respecto 
del eje Oy y desplazada en 1 a lo largo del eje Oz a la derecha; b) gráfica 
do la función y == 2, reflejada respecto del eje Oy, dos veces contraída 
а lo largo del eje Oz y desplazada en 1 a la derecha a lo largo del eje 
Ox, 2.89. a) La gráfica do la función logarítmica y = ]n z, desplazada 
en 1 hacia arriba a lo largo del eje Oy y en 1/10 a la derecha a іо largo 
del eje Ox; b) la gráfica de la función y = In z, reflejada respocto del 
eje Ox, desplazada en lg 2 hacia arriba a lo largo del eje Oy y ов 4, 
a la izquierda a lo largo del eje Or. 


2.90 1). 2.91. 
Nu e rox pl 
2 zE, +0) ew SEXE 


(+3), z€(—o,0]. 
(z—3*, хє(0, +00). 


e re (0 5] U O Ho), 


2.92. i 


2.93, у= -6 (2+7) $. #є(—{ф.0). 
“T ЕШ. зү 
(PR ы 

2.96. y = IRE z€(—o, —2) U P/a +00), 


— z€ (—2, Yo. 


ке. 
+2 


1) Aquí y en lo que sigue, en las respuestas para todos los pro- 
blomas análogos de este párrafo, de hecho se aduco el tipo de función 
inicial del cual se obtiene eon facilidad la gráfica de la misma. 
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1 
zz? 


EL 
| 1 > 

PES x=] edad TIT: 260—2, 0], 
| 


зе(—®, —2), 


3 
L — 2+7, z€(0, +00). 

2.98. Si z € (—оо, 0), la recta y = —1; si z € (0, +00), la recta 
у= 1; si z = 0, la recta у = 0. 2.99. Si z € [n, n — 1), n € Z, la 
recta y = n. 2.100. Si z € Ín, n + 1), n € T, la recta y = z — n. 
24, z€ (—=e, 0), 

25-1, z€(0, +00). 
12, zr6(—9, A, 
2102. y— 1 үх+ї 

Ul y +2 re, +o). 


log. (3—2), гЄ(—оо, 3), 


240. ›={ 


2403. у= loga (2—3),  7E(8, +00). 

y clone) z€(—1, 0), 
ао еа, 
2.105. 


( =4- 22а ze[za- 28, n], sen 
у=} 4 Gk), 

| ; 

| re (Brna AR Фра). 
2.106, 


| Эл—2ы, rE z [un 5]: 
y= 


kç Z. 
3s—@&+D)x, z€ (gene, 204 5-), 
2.107. 
И? соз (2), тєїдїл, (4D al, 
ao ° (кєл) 
У 5 соз (+) з TERHI) л, 203-1) m), 


—orotg (2—1), z€ (—e, t], 


2.108. =í атсїй(т—1), 260, +00), 
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( : 
2.40% у=] 0 z=- +k, keZ. 

| 8 z€ (Qin áo. Qd) s), 
2.110, 


+Í, z€ 1-1, 3], 2.113, Los ejos do coordenadas. 


2.114. La curva, simétrica respecto а ambos ejes de coordenadas; en 
el primer cuadrante una parte de la parábola у = —(r — 1} +4 
para x €[0, 3] y wna parte de la parábola y = (х — 1)? — 4 para 
z € (0, 4-0), 2.115. El cuadrado de vértices (4, 0), (0, D, (—1, 0), 


(0, —1). 2.116. El cuadrado cuyos lados son х= +1⁄2, у= ++ 
2.117. La curva, simótrica respocto de ambos ejes de coordenadas y la 
bisectriz de los cuadrantes primero y tercero; en la región G = 


= (т, y) | z > 0, y > 0, z >y), el rayo y = z — 1. 2.118. La curva 
simétrica respecto de ambos ejes de coordenadas; en el primer cuadran- 


3 1 
te os un segmento de la recta z = УЗ ando y< y, уш segmento 


ж 1 
de la recta |у = t — Và cuando у >. 
mh, Ж Br 20 -— 
5л. 0-с, go T: у). 32.2, 0,6,0, 10,... 88, —8, 
44 47 20 2n 7л 8л dm Мт 
q cl 870 7800 7879 ж 
35, zx = 6. za=414+(—1)". 3.7. zn 238, p 
же tu e р, (A . 3.10. an = son (09. 
3.11. El término mayor z,—4. 3.12. El término mayor z,= e. 
3.13. El término mayor ту = 1/6. 3.14. El término menor z, = —22. 
15. El término menor zg = 24. 3.16. El término menor z; = —9/8. 


3.17. a) JA > 0Vn € N (| 25 | < Ay; VA > 03n € N (| z, | > А). 
b) WEN (t <=): AMEN (ze > та). с) Vel03N€ 
€ NVn € N (n> N= |z, — a| < 8); 3220 VN € yan €NX 
х(а> М Alz — al> e) d) VE>03N € NVn€ М (n> № 
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=lz, |> E; ЗЕ > OYN ENTREN (n> NAI] < m. 
е) Ve > Ozn€N (I s> 0Vn € N (le, —dlm 
> e). 348.2) a= 1 
= 999: d) a = 5/7, N 
3.28. —1. 3.24. 1/2. 3.25. 

3.31. No lo es. 3.32. No lo оз. 3. 


3.84. 1/3, 3. 3.35. 0, 22,1, —V 2/2, —1. 336. 2/0, —n/. 
3.38. inf (zn)= lim zw = Jim ап =1, sup [zx] 2. 3.39. lím zn = 
aT r 


0, Bm zn =1, imp Ga) 0. La sucesión no es 
nic 


=ini (en 


acotada superiorment» пі inferiormente: =} eo, lim za = 


а= 
=œ. 3.41. inf (zn) 5 —V 3, sup (za) 52 V 8, UM xy =— E 
3 S. ne 
Tim A. 342. ша) —+ »Sup(za] = у, Jim z, = 
Tiros LET 
m 3 
=+ lm sa = y. 44. VE> 036 <0(0 < | z | <6=> 


=h|/f()) >E). OS A О (0) 

< —E) 46. Veo 034 > 0(z> A — E f£ (0) e) 4.7. VE > 
> 024 >0(2>A=>/(0>8E).] 48. Vel03 0 (0а 
KSI f(z) <e). 49. Ve 034 >0{{т| 24-2 [/G0)— 21 
<). 410. VE > 034 >0G< -Af (0) < —E). A4. 
VE >0JA >0(z< А = | (0) | > А). 412. —2. 448. 2. 
AAA. оо. 4.15. 0. 4.16. mín. Л.17. 34%. 448. fi. (а — 4)/34%. 


4.20. 1/4. 4.21. оо. 4.22, n - 1. 4.24. 4.2: n 4.26. үз 2/2. 


3.27. V 273. 4.28. 1/n. 4.29. mín. 4.30. 32. 4.31. 3 Y 3⁄2 422. 0. 
аза Me 4.34. — n/a. 3.35. 2. 4.30. 3, 8.37. 7/8, 4:38 1n 9. 3/4. 


4.40, 2, 4.64, (n2 — р®)/2. 4.42. 0. 4.43. —о/п. 4.66. — TA. 4.45, 1, 
Алб. <q Al observar que aec 


chando la continuidad de la función f (z) — log, z (véase el problema 

4.105) podemos escribir: Mm w log, (1 us = 
60 

= log, Clim (1 + 28) = "jog, e. > 4.47. @ Hágase el cambio de 


1а variable. ү — 1 = y. 4.48. e Hágaso el cambio de la variable 
(1 + ze “И dn E Entonces, aln (f а) = In (1 + y). Por con- 
— E baec IP | y ло 
Siguiente, 1-2 má + AD, 
4.50. e. 4.51. ein, 4.52. 2. 4.53. 2. 4.54. 1. 4.55. In a. 4.56 a In a, 
4.57. Ma log, e. 4.58. а — b. 4.63. +1, — 1. 4.64. - оо, -+ оо 4.65. 
+æ, 0. 4.66. 0, +00. 4.67. л/2, —д/2. 4.68. 0,—1. 4.69. 2,—2. 


= log, (1 4-2)/* y aprove- 
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4.70. - оо, --со.4 4.75. 2/3. 4.76. 1. 4.77. 


4.80. 1 . V3. 4,88. 1 

1,15. 4. 

4,96. 3y 2 2/3. 4.401. 2. 
1/6. ла/2. 5.112. =, 


0°, 
ж = 1 son punt nda espoi 4.413, х= 
= 5/3 es un punto de discontinuidad de primera especie. 4.114. z =0 
es un punto de di idad evitable; / (0) = n. 5.115. z= 0 es 
wn punto de discontinuidad evitable; f (0) = 1. 4.116. z = 0 es un 


punto de discontinuidad evitable; f (0) = 1; 4.117. z, „= —2 
son los puntos de discontinuidad de segunda especie. 4.118, х = 
es un punto de discontinuidad de primera especie. 4.119. - 


+з un punto de discontinuidad do primera es] 4.120. х= 2 ез 
un punto de discontinusdad de primera “ре 4.121. z = 0 es un 
punto de discontinuidad evitable, f (0) = 2; z = +4 son los puntos 
de discontinuidad de segunda especie. 4.122. тү = Ó es un punto do 
disconlinuidad evitable, / (0) —1; л, == 1 es un punto de discon- 
tinuidad evitable, f (1) — —1 es un punto de discontinuidad 
de segunda especie. 4.123. z = 0 es un punto de discontinuidad ovi- 
table; f (i 4/2. 4,124. 7-1 es un punto de discontinuidad de 
primera especie. 4.125. z = 1 cs un punto de discontinuidad de pri- 
mera especie. 4.126. z == 2,5 es un punto de discontinuidad de primera 
especie. 4,127. z = 51/4 cs un punto de discontinuidad de primera 
especie. 4.133. (Ve > 0Yz, € D38 > 0 (| z — z | < ӧ 17 (0) — 
— I (za) 1 < e) A (Ee 0Vó— 032, Z€ D (| —2" 1 <$ A 
A LEGO) — f (2°) | > e)). 4.136. Uniformemente continua, 4.137. No 
es uniformemente continua. 4.138. Uniformemente continua. 4.139. No 
es uniformemente continua. 4.140. Uniformemente continua, 4.141. 
No es uniformemente continua. 4.142. No es uniformemente continua, 


54 0 Ti. 5.5. —3-4-41. 5.6 —4i. 5.7. —29-4-22i. 5.9. —— 


543. z=2, y —3. 


55. 540, 1. sr La, 
° 


1 
sop. $45 nml, =i. 546 a=2+1, s =2—i. 
Зл 5л 5л 
lo =. — bis =} .5.19. ct d 
bison SZ 548, 2 (cos ct sen Тт ) 5.19. cos X 


Жо жш 7 
Fisen + 5.20. cos acd: 


. 521. cos S+ 


+ison DL, ө Determínese cb ángulo p que satisface las condi- 


ciones: q€|0, 22), cosq= —соз-=, sen p= sen- .5.22. cos $ -+ 
PEEN A 25. edid. 
. 2008 (eos fpi sen &).52029 —45 ++ 
7 к d 45 P 3 
4 ib 102, арі. 532 9-2. 538. T +i. 


5,35. El desplamiento sobre el vector a (—2, (0). 5.36. El despla- 
zamiento sobre el vector а (3, —1). 5.37. El giro en un ángulo 3/2 
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en sentido antihorario. 5.38. El giro del ángulo z:/4 en sentido horario. 
5.39. Simetría respecto del origen de coordenadas. 5.40. Homotecia 
con centro en el origen de coordenadas y coeficiente k — 2. 5.41. Kl 
giro en un ángulo 2/4, en el sentido antihorario con la homotecia poste- 
rior de centro en cl origen de coordenadas y coeficiente 1/ [/3. 5.42. La 
reflexión respecto del eje real. 5,44. a) La suma de los cuadrados de 
las diagonales de un paralelogramo es igual a la suma do los cuadrados 
de sus lados. b) Ф | pee uso de la identidad a). 5.45. Semiplano 
z > 0. 5.46. Franja 0 < y < 1. 5.47. Franja | y | < 2. 5.48. El inte- 
rior de wn círculo de radio 1 y centro en el origen de coordenadas. 
5.49. Circunforencia 22 -|- (y + 1)? = 4. 5.50. Anillo encerrado entre 
las circunferencias yy: (z 4-29 4 y= 1 y pe (z + 29-4 
(y, no pertenece al anillo). 5.51. D = ((z, y) | y? > 1 — 223. 5.52. Una 


recta 2z -+ y + -у = 0. 5.53. Un sector limitado por los rayos Z= 


= ((z, y) | y = 0, z > 01 y l, = [(z, y)| y = z, x>0) (el rayo 1, 
no pertenece al sector). 5.54. Un sector limitado por los rayos 1 — 
= ffr, yly=".2<0) y h= f(z, y) | s= л, z < 0). 


12. 
558, е (79), 


24 
загас А 
5.55. Eje Or. 5.57. 5e 7 


5 y 1 
вво, se (3) seo, vate), 
EN e 

(uz iZ 
н. eC), 5.62. 2son Fe Z cuando son >0, —2sen X 

i(t „м. 
x ( š ) cuando som «0. 5.64 а) Me *, 

ЕД л 

RUF " 13 
b) 16e » 2e . 5.67. 321. 5.68. 2. 5,69. 512 (1 — 1/3) 
5.70. = 5.72. a) 36 cosq--cos3q) b) + (3 хоп q — sen 34). 


5.73. 4costp—3cosp. 5.74. 3senq—4son*q. 5.75. cos'q— 
— 6 cos? q sen?  -{- sen* g. 5.76. 4senqcos? ф — 4cos q son! q. 
5.77. Las raíces de segundo grado do la unidad: z,—1, z,— —1 


las raíces de tercer grado de la unidad: z, —1, z, 


== Tags. las raíces de cuarto grado de la unidad: z,—1 


m=i, 211 =—i. 5.78. de М2 1+0. 5.79. Ba +) 


5.80. cos (Esa) Jn (+), 
a Blois LENY УЗ). 5.82. VE. (cos (Fp+ 
+51) а (zx) ‚к=, 1,2, 3.589, YE (о x 
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1, 2 3, 4 


2,8, 4. Б.В7. . 5.88. 3 
E Zsenq 
y 
" 5 
589. SP soo 12.20. 5.91. L МЎ. воз. —2+1, 
Son p GER 
34d. 5.98. 14-1, 2—34. 5.94. 1 111 ME sos, а, 
9з. 1-1, 94. 1, — F da 


/3 d i 
ai. вар. 4, —з 1 вэт (1+0) +i yÈ 


(a, —V 3) = (VÀ. 5.98. 2,425,425 8i. 5.99. +i, + V 34. 

5.100. 3:2% + V B, 5401. а (14-0, + 3⁄2 (соз $ — t sen +). 
1 ë vs È 

5402, 7 (14 (V 9), —1, 5^ 0 V3), —V8. 540. 4 


ж, a VEU жа). 540% eg EET, кыо, 4,..., nt, donde 
a=arctga. e Jlágaso a=tga, z—tgy y (sese la forma trigono- 
métrica del número complejo. 5.405. (2—1) (2+1) (2+ D. 
5409. (2—2 V 241) (z2--2 V 241). 5.407. (2—3 +1) (242410), 
54408. (22 + 22-2) (22 4-2: - 5). 5.109. (z— 1)(# 4244). 
5.40. (z? — 2z + 5) (22 -+ 8z + 20). 5414. 2—1. 5415. —1. 


5.116. i 5417. -$ $ 1. 5.118. 1. 5.419.0. 5.120. 00.5.121,00 


5 „ 3 "д^ 114-31 
5422. + 5.28. q GHD. 5124. 14-10. 5425. — y 
5.126. e? (cos 2 |-ї зеп 2). 5.135. 0. 5.136. 0. 5.137. = . 5.138. 0. 
5139. 1% 
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CAPITULO 2 


ALGEBRA VECTORIAL 
Y GEOMETRIA ANALITICA 


$ 1. Algebra vectorial 


1. Operaciones lineales con los vectores, Se denomina vector a 
(vector geométrico) al conjunto de todos los segmentos dirigidos que 
tienen longitud y dirección iguales. De cualquier segmento AB, por- 
teneciente a dicho conjunto, suele decirse que representa un vector a 
(obtenido por aplicación del vector a al punto A). La longitud del 
segmento AB lleva el nombre de longitud (módulo) del vector a y se 
denota por el símbolo |a | = | AB]. 

El vector de longitud nula se denomina А 
der nulo y se denota por el símbo- b 
o 0. 


Los vectores а y b se denominan 
iguales (а == b), si coinciden los conjun- 


ios de segmentos dirigidos que re- а СЫ 
presentan dichos vectores. 

En toda una serie de problemas 
resulta, a menudo, conveniente no dis. А 


tinguir el or y cualquier segmento 
dirigido que representa. Precisamente Fig. 10 
en este sentido, por ejemplo, se debe en- 
tender la expresión «construir» un vector. 
Supongamos que el segmento dirigido AB representa el vector a. 
plicar al punto # el vector dado b, obtendremos un segmento 
do BC. Un vector, representado por el segmento dirigido AC 
se lama suma de los vectores a y b y se designa a -| b (fig. 10) 
Se llama producto del vector a por un númeru real K al vector. 
donotado Аа, tal que: 
1 12417] 21-1 al; 
2) los vectores a y Aa están orientado 
cuando À > 0, y tienen dirección Opue: 


gún la misna dirección 
cuando А < 0. 


1.1. Demuéstrese que la operación de adición de los vecto- 
res posce las siguientes propiedades: 

a) a +0 = a; 

b) a, + a, = az + a, (conmutatividad); 

e) a, + (a, + a, (a, + az) = a, (asociatividad); 
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d) Va 3! b (a + b = 0) 

(b se llama vector opuesto al vector æ y se denota por el 
símbolo —a); 

е) Уа, 4,3! as (a; 4-а, = as) 

(а; so Пата diferencia entro los vectores а, y а, y se denota 
por el símbolo a, — a). 

1.2. Demuéstrense las igualdades: 

à) —a = (1) a; b) a, — a, = a, + (а); 

с) а = |a |a donde a, es un versor del vector a, es 
decir, un vector de longitud unidad y de la misma dirección 
que tiene el vector a (a == 0). 

1.3. En un paralelepípedo ABCDA'B'C'D' los vectores 
m, n, p están representados por las aristas AB, AD, AZ", 
respectivamente. Constráyanse los vectores: 

а) m 4- n + p; b) 1/2m + 1/2n — р; с) —m — n + 1/2p. 

1.4. Sean dados los vectores a, у a,. Constrüyanse los 
vectores 3a,, l/2a,, a, + 2as, 1/2a, — as. 

1.5. Demnéstrese que: 

а) la operación de multiplicación del vector por un nú- 
mero posce las siguientes propiedades: 


Оа = 30 — 0, (Mha) a = h (а); 


b) las operaciones de adición de Jos vectores y multiplica- 
ción de éstos por un número, están entrelazadas mediante 
las siguientes dos propiedades do distributividad: 


À (а, + а) = ha, + hats y (À + À) а = Ма + Ма. 


1.6. Demuéstrense las igualdades: 

a) a 4- '/, (b а) = \/„(а + b; b) a — V, (a + b) = 
= Y, (a — b). ¿Cuál es su significado geométrico? 

1.7. AD, BE y CF son las medianas del triángulo ABC. 
Demuéstrese la igualdad AD + BE + CF 0. 

1.8, En el paralelogramo ABCD se designan: АВ =a, 
AD = b. Exprésense en términos de a y b los vectores 
МА. МВ, } y MD, donde M es el punto de intersección 
de las diagonales del paralelogramo. 

1.9. ABCDEF es un hexágono regular, siendo AZ = p, 
¿xprésense en lérminos de p y q los vectores 
‚ РА, AC, AD y АЁ. 


БС 


1.10. M es el punto de intersección de las medianas dol 
triángulo ABC, Оез un punto arbitrario del espacio. Demués- 
treso la igualdad OM = Y, (0А + OB + OC). 

1.11. En un espacio están dados los triángulos ABC y 
A'B'C'; M y M' son los puntos de intersección de sus media- 
nas. Exprésense el vector WM" mediante los vectores 44”, 
BW y СС. 

1.12. E y F son los puntos medios de los lados [4D] y 
[BC] del cuadrilátero ABCD. Demuéstrese que EF = 
= Y, (AB + DC). Dedázcase de аспі el teorema de la línea 
media de un trapecio. 

1.13. En el trapecio ABCD la razón entre la longitud 
de la base [4D] y la de la base [BC] equivale а A. Suponiendo 
AC == a y BD = b, exprósense los vectores AB, BC, CD 
y БА por medio do a y b. 


Un sistema de vectores ar, . . ., а se llama linealmente денле, 
si existen tales números A,, . .., Ал Que por lo menos uno do ellos es 
distinto do cero y Aya, |. + F kaa, = 0. En el caso contrario ol 


sistema es linealmente indepe ndiente, 


1.14. Demuéstrense los siguientes criterios geométricos 
do la dependencia lineal: 

а) el sistema (a,, a,) es linealmente dependiente cuando, 
y sólo cuando, los vectores a, y a, son colineales, es decir, 
sus direcciones coinciden o bien son opuestas; 

b) el sistema (d,, a,, аз) es linealmente dependiente 
cuando, y sólo cuando, los vectores ау, a, y a, son coplanares, 
esto es, son paralelos a cierto plano; 

с) todo sistema de п > 4 vectores es linealmente depen- 
diente. 

1.15. En el lado [4D] del paralelogramo ABCD está 
marcado un vector АК de longitud [АК | = V, [AD |. 
y en la diagonal [AC], un vector AZ, de longitud ГАТ, = 
= 0, | AC |. Demuéstrese que los vectores KL y LB son 
colincales y hállese tal А que se verifique KL = »-LB. 

1.16. Demuéstrese que para cualesquiera vectores dados 
а, b y c los vectores a + b, b + с y e — а son copliutares. 

1.17. Sean dados tres vectores no coplanares «, b y e. 
Demuéstrese que los vectores а + 2b — e, 3a — b -i c. 
—a + 55 — Зе son coplanares. 
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1.18. Sean dados bros vectores no coplanares a, b y c. 
Calcúlose los valores de А, para los cuales los voctores 
Аа + b-c, a-l- Àb + e, a + b + ke son coplanares. 

1.19. Sean dados tres vectores no coplanares a, b y e. 
Calcúlense los valores de 2 y pg, para los cuales los vectores 
Аа + ub + с y a+ Àb + ис son colincales. 

2. Base y coordenadas de un vector. Una terna ordenada de vecto- 
res по coplanares ер, ез, ез lleva el nombre de base en el conjunto de 
lodos los vectores geométricos. Todo vector geométrico а puede ser 
representado univocamente en la forma 


afs (0 


los números X,, X se denominan coordenadas del véctor а en Ja 
base R — (ev, ез. ез). La notación (1) se denomina, además, descom- 
posición del vector а según la base Y. 

Análogamente, un par ordenado de vectores no colinenles ej, e; 
se llama base R= (ej, es) са un conjunto de vectores geométricos 
coplanares respecto a cierto plano. 


Tor fin, todo vector no nulo e forma una base @ == (e) en un 
conjunto de todos los vectores geométricos colineales con relación 
a cierta dirección. 

Si el vector u es una combinación lineal de los vectores dj, +. о Ap 


es decir, 


con coeficientes Ay, ++, 


E 
а= Y May, 
кча 


ada X, (а) del vector « es igual а la suma de 
‚ Ay por las coordenadas homó- 


entonces cada coorden: 

productos de los cocficientes А, 

nimus de los vectores dq, .. ., ap: 
n 


PETS 


Xi (a) 1,2, 3. 


La base NY (ey ey ез) se Пата rectangular, si los vectores 
е, е, y e, son perpendiculares dos a dos y tienen longitud unidad. En 
esto caso se han adoptado Jus siguientes designaciones 


asi a=j eed e 
Se denomina proyección del vector a sobre el vector e el número 


prec = | «| соч, donde qç — (a, e) es el ángulo formado por los 
a y e (0 < ç < m. 

coordonadas X, Y, Z del vector a en la hase rectangular coin- 
ciden con las proyecciones del vector a sobre los versores básicos i, j, К, 
respectivamente, mici que la longitud de] vector e es igual a 


a 


Los números 
= 
соз = cos (a, i) 


DN 
cos + cos (а, /)= 


ON 
cos y — cos (a, = 


reciben el nombre de cosenos directores del vector a. 


1.20. Sea dado el tetraedro OABC. En la base de las 
aristas ОЛ, OB y OC hállense las coordonadas: 

а) del vector DE, donde D y E son los puntos medios 
de las aristas ОА y BC; 

b) del vector OF, donde F es el punto de intersección 
de las medianas de Ja base ABC. 

1.21. En el tetraedro OABC la mediana [AL] de la 
avista ABC se divide por ol punto Af en la razón | ДЭГ |: 
:|ML|-—3:7. Hállense las coordenadas del vector 
OM en la baso de las aristas ОА, ОВ, OC. 

1.22. Fuera del plano del paralelogramo ABCD se ha 
elegido un punto O. En la base de los vectores DA, OB y OC 
hállense las coordenadas: 

a) del vector ÕM, donde M es el punto de intersección de 
las diagonales del paralelogramo; 
| D del vector ÖK. donde K es el punto medio del tado 
AD]. 
1.23. En el trapecio ABCD se conoce la r 
longitudes de las bases: | AZ || CD |= 
coordenadas del vector CB en la base formada por los vecto- 
res AB y AD. 


п entre las 
állense las 


En lo suce los vectores vienen represe! pre que uo 
se diga lo contrario, por su ШАША 
Z as del vector a 


La notación a (X, Z) quiere decir que 
son iguales a X, Y, Z, es decir, a — Xi ! Yj | 

1.24. Scan dados los vectores a, (—1, 2, 0), a, (3, 1, 1). 
аз (2, 0, 1) y а = a, — 2a, + 1/3a,. Calcülense: 
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а) | a, | y las coordenadas del versor a, y del vector a; 


` 

b) cos (a, J); 

с) la coordenada X del vector a; 

d) pr;a. 

1.25. Sean dados los vectorese(—1.1,/,) y a (2, —2, —1). 
Convénzase de que son colineales y hállese la descomposición 
del vector a según la base Y = (e). 

1.26. En un plano están dados los vectores e, (—1, 2), 
е, (2, 3) y а (0, —2). Convénzase de que Y = (e,, ез) es 
una base en el conjunto de todos los vectores en cl plano. 
Conslrúyanso Jos vectores dados y hállese la descomposición 
del vector a según la base Y. 

1.27. Sea dada una terna de vectores no coplanares 
e, (1,0, 0), e, (1, 1, 0) y e; (1, 1, 1). Calcúlense las coordona- 
das del vector a = —2i — k en la base B = (€,, ез, ез) 
y eseríbase la descomposición correspondiente según la base 

1.28. Sean dados Jos vectores a= 21 + 3j, b= 
= —3j — 2k, c = i -- ј — k. Hállense: 

a) las coordenadas del versor 60; 

1) las coordenadas del vector a — ab + e: 

с) la descomposición del vector а -+ b — 2с según la 
base Y = (i, j, k); 

d) pr; (a — b). 

1.29. Hállese el vector x, colineal al vector a = i — 2j — 
— 2k, que forma con e! versor j un ángulo agudo y cuya 


longitud es | | = 15. 
1.30. Hállese el vector z que forma con todos los lres 
versores básicos ángulos agudos iguales, si [z | = 2V 3. 


1.31. Hállese el vector z que forma con el versor j uu 
Ángulo de 60? y con el versor k, un ángulo de 120°, si | 2 | = 
-5y2. 

1.32. ¿Para qué valores de æ y p los vectores @ 
+ 3j 4 ak y b= BE — 6j + 2k son colineales? 

1.33.* Hállese el vector z, dirigido a lo largo de la 
hisectriz del ángulo entre los vectores a = 7i — Aj — 4k 

-—2i— j| 2k, si [а |= 5 6. 

1.34. Sean dados los vectores: a (1, 5, 3), b (6, —4, —2), 
c(0, —5. 7) y d (—20, 27, —35). Se requiere elegir los 
números о, В y y de tal modo que los vectores za, fib, ye y d 
formen una línea quebrada cerrada, si el «origen» de cada 
vector sucesivo se hace coincidir con el «extremo» del anterior. 


13 


74 


3. Coordenadas rectanguləres cartesianas de un punto. Pro- 
blemas clementales de la geometría analítica. Dicen quo en un 
espacio tridimensional está introducido um sistema de coordenadas 
rectangulares cartesianas (O, 9$), si se han dado: 

1) cierto punto O, llamado origen de coordenadas; 

2) cierta baso rectangular Y = (¿ j, К) ev el conjunto de todos 
los vectores geométricos. 

Los cjes Oz, Oy y Oz, trazados por el punto (Y en dirección de los 
versoros básicos i, j, у k, se llaman ejes coordenados del sistema de 
coordenadas (O, 38) == Ozyz. 

Si M es un punto arbitrario del espacio, entonces el segmento 
dirigido OM se denomina radio vector del punto M. Se aman coorde- 
nadas del punto М en ol sistema (О, 8) las coordenadas de su radio 
vector OM como vector geométrico en la baso Y, es decir, 


2(М) = X(0M)j y(M)=Y (OM, 2(M)= 2(0M). 


м. 


Si А (zi, Yis 2) Y Ma (Zo, рз, 23) son dos puntos arbitrarios en el 
espacio, entonces las coordenadas del vector M,M, son iguales a 
ao Y = у-у, = (4) 
De aquí, en virtud de (3), la distanci: 
según la fórmula 
— ,—— 
p (Mi, M)= |MiM,| = V (z: "ri yd? 


=- n. 
entre los puntos so expresa 


Al resolver Jos problemas de la geometría analítica es conveniente 
emplear al máximo los métodos del álgebra vectorial. 

EJEMPLO 1. Sean dados los vértices A (1, 0, —1), B (2, 2, 1) y el 
punto E (—1, 2, 1) en el que se cortan las medianas del triángulo АЛС. 
Hálleuse lus coordenadas del vértice C. 

4 Por cuanto las coordenadas del vértice A están prefijadas, 
para calcular las coordenadas del vértice C basta hallar las coordena- 
das del vector АС. Sea BP una mediana trazada desde el vértice D. 
En este caso 


AC- (ВАЧ BF) -2 (4B 4- 575 (5) 
(se ha utilizado aquí ci hecho de que el punto # divide la mediana ВА 
en razón de2:1). Luego, partiendo de las condiciones de койаш 
calculamos, con ayuda de la fórmula (4), las coordenadas de los vecto- 


res AB (1, 2, 2) y BE (—3. 0, 0), de donde, en virtud de la (5), obteue 
mos AC (—7, 4, 4) y, finalmente, aplicando nuevamente la fórmula 
4), encontramos las coordenadas del punto б: 


(Су = z (A) i x (АС) – - 6: 
y (C) = y (A) + Y (AC) = 4: 
z(C) = s (A) + Z (АС - 5 


» 


Supongamos que en la tecta ¿están dados los punta My, M, y M, 
con la particularidad de que M, + M. Veamos Jos vectores М,М y 
MM). Puesto que son colincales, se encontrará tal número real А que 
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ЗАМ ms MM, El número A se llama razón, en la cual el punto 47 
divide el segmento dirigido M,M,; además este número es positivo, 
si el punto M se dispone dentro del segmento M,M., negativo (y А + 

2 "i si M se dispone fuera del segmento M,M,, у es igual a cero, 
si 


EJEMPLO 2. Sabiendo las coordenadas do los puntos M, (тү, yi, 2) 
y Ma [zu Ya. 22) y la razón 2, en la quo el punto M divide el segmento 
dirigido M, M., hállense las coordenadas del punto Af. 

O cl origen de coordenadas. Designemos: OM, — ny, 
r. Como 


-ro MM, =r,—r, 


entonces 


ron", 


de doude (puesta que A 


La fórmula ohteni 
а forma vectorial. 
tendremos 


nos da precisamente la solución del problema 
'asando en esta fórmula a las courdenadas, ob- 


HPA 0 


1.35. El punto M (1, —5, 5) viene dado mediante sus 
coordenadas en mn sistema de coordenadas rectangulares 
{апаз (О, % = (i, j. К) >. Hállense las coordenadas 


a0y-ist = Gp. = 


que convencerse previamente de que Y” es una base 

angular). 
1.36. Sean dados tres vérlices'A (3, —4, 7), B (—5, 3, —2) 
y C (1, 2, —3) del paralelogramo ABCD. Hállese su cuarto 
vértice D, opuesto a B. 

1.37. Sean dados dos vértices adyacentes del paralelo- 
gramo А (—2, 6), B (2, 8) y ol punto de intersección de sus 
diagonales M (2, 2). Hállense dos vérlices restantes. 

1.38. Hállese en el eje de abscisas el punto M cuya dis- 
tancia hasta el punto A (3, —3) es igual a 5. 

1.39. Hállese en el eje de ordenadas el punto M cquidis- 
lante respecto do los puntos"A (1, —4, 7) y B (5, 6, —5). 
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1.40. Sean dados los vértices del triángulo А (3, —1, 5), 
B (4, 2, —5) y € (4, 0, 3). Hállese la longitud de la media- 
na trazada desde el vérlice А. 

1.41. Un segmento, cuyos extremos se encuentran en 
los puntos A (3, —2) y B (6, 4), está dividido en tres partes 
iguales. JláMense las coordenadas de los puntos de división. 

1.42. Determínense las coordenadas de los oxtremos de 
un segmento que está dividido en tres partes iguales modian- 
ie los puntos € (2, 0, 2) y D (5, —2, 0). 

1.43.* Sean dados los puntos A (1, 2, 3), B (2, —2, 1), 
С (3, 0, 3) y D (16, 10, 18). E es un punto de intersección del 
plano OAB (О es el origen de coordenadas) con una recla 
trazada por ol punto D paralelamente a la recta (OC). 
Hállense las coordeuadas del punto E. 

1.44.* Sean dados los puntos А (2, 5, 2) y В (14, 5, 4); 
С es el punto de intersección del plano coordenado Оху con 
una recta trazada por el punto B paralelamente a la recta 
(ОА). Hállense las coordenadas del punto C. 

1.45. Sean dados los vértices del triángulo A (4, —1, —3), 
B (2, 1, —2) y C (—5, 2, —6). Calcúlose la longitud de la 
bisectriz de su ángulo interior en el vértice A. 


«4 Hallemos la descomposición del vector AZ según la base for- 
mada por los vectores АВ y AC. Sea e, = ABI AB | ye, = AC/| AC | 
los versores de los vectores AB y AC. Entonces, el vector AE tione 
igual orientación con el vector e = e, + e, (compárese con el pro- 
bloma 1.33), es decir, existe un número 4 > 0 tal que 


) (7) 


АТАС СЕ = AC--uCB— AC +p (AB ЯС) = 
=нАВ+(1—щЮ)0АС. p. 


ЛЕ [ = БЕ 
1481 1АС\| 
Por otra parte 


(5) 


Las fórmulas (7) y (8) representan en sí dos descomposiciones del 
vector AZ sogún Ja base formada por los vectores AB y AC. Siendo 
única la descomposición de un voctor según la base, se tiene 


EN 


Apu °) 


Al resolver el sistema (9), hallamos 
N і ТАВ. 1461 
1ЛАС[- ТАВ)  IAB|+ ACI ? 
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así que la fórmula (7) adquiere la forma 


ME Cl apa 1451 30. (0 
1AB| 4: 1424 148] 4- | ACT 


De las condiciones del problema hallamos: 
4B80,2,0 y 11-06, A6(—6, 3, —3 y 1401=30, 
y en virtud de (10), oblenemos 


de donde 
=+ deo “w ди Зу 
E ET o) y AE T V 5. > 


1.46. Un triángulo viene dado por las coordenadas de sus 
vértices А (3, —2, 1), B (3, 1, 5), € (á, 0, 3). Calcúlese la 
distancia entre ol origen de coordenadas y el punto de inler- 
sección de las medianas de este triángulo. 

1.47. Sean dados los vórtices de un triángulo A (1, 0, 2), 
ub 2) y C (5, 4, 6). El punto L divido e] segmento AC 
en la razón À = VM ICE] es la mediana trazada desdo cl 
vértice C. llállense las coordenadas del punto M, donde 
se cortan las rectas (BL) y (CE). 

4. Producto escalar de vectores. Se denomina producto escalar 
de los vectores no nulos a, y a, el número 

(ay, аз) => | 0,1102] cos (a, а). 


A la par con la designación (ау, ey), para el producto escalar зо usa 
también la designación 

Propiedades geométri 

1) a, L a, <=> аа = 0 (со 
vectores); 

2) si q = (а, а), entonces 0 < q < 1/2 <> аца, > 0 y л/2 < 
< ç < n > щаз < 0. 

Propiedades algebraicas del producto escalar 

1) аа, = ast; 

2) May аз +, 4 (аа); 

3) a (b, -- b) = ab, + аб. 

Si los vectores a, (Xy, Үү, 2, UY a, (Xa, Ya, Za) están representa- 
dos por sus coordenadas en una base rectangular, el producto escalar 


será 
ща, = XX, + Y Yo + Za Za 


De esta fórmula se deduce, en particular, otra fórmula que se destina 
para delerminar el coseno del ángulo formado por los vectores 


an AAN 
Wed V Xt+Y1+Z1 V X1TY1+ 21 


“del | producto escalar: 
ición de perpendicularidad de los 


PS 
ens (a, 3) 


1.48. Demuéstrense las propiedades algebraicas del pro- 
ducto escalar. 


И“ 

1.49. [a,|— 3. [az] 4, (a4, а) — 22:3. Calcúlense: 
a) af = ааз; b) (a, — 2а„) (a, + 2a): с) (a, + 09) 

50. ja, | = 3, f a, | == 5. Determínese para qué valor 
de a los vecloros a, + œa, y a, — aa, serán perpendiculares. 

1.51. Hállese el ángulo, formado por los vectores unidad 
€, y ез, si se sabe que los vectores a = e, + 2e, y b = 
= 5e, — áe, son perpendiculares. 

1.52. Hállese el ángulo « del vértice de un triángulo 
isósceles, sabiendo que las medianas trazadas desde los 
extremos de la base de dicho triángulo son recíprocamente 
perpendiculares. 

1.53. Al vértice de un cubo están aplicadas tres fuerzas 
cuya magnitud es 1, 2, 3, dirigidas a lo largo de las diago- 
nales de las caras del cubo que se intersecan en dicho vértice. 
Hállese la magnitud de la resultante do las tres fuerzas 
meucionadas. 

1.54. Sean dados un rectángulo ABCD y un punto arbi- 
trario M dispuesto fuera de dicho rectángulo. Demuéstrese 
la igualdad MA-MC = MB-MD. Uedüzcase de aquí que 
IMA Ë + | MC Ë = | MB Ë + MD p. 

1.55. ABCD es un trapecio isósceles, АЙ = а es la 
base, AD = b, el lado lateral, y el ángulo entre AB y AD 
os igual a »/3. Exprésense en términos de a y b los vectores 
DC, CB, AC y DB. 

1.56. Sabiendo que [a|—3, |b |= 1, |с|=4 y 
a + b + c = 0, calcúlese la suma ab -- be + ca. 

1.57. Scan dados los vectores е, (4, —2, --4) y 
ay (6, —3, 2). Calcülense: 

а) ааз; D) (2a, — За) (a, + 24); с) (а — ap; 

d) 12a, — a, |; е) рга, a5; f) pra, а: 

g) los cosenos directores del vector a; 


P 
h) Pru qa, (а, — 2а„); i) el соз (ay, а,). 
1.58. Sean dados los puntos A (2, 2) y B (5, —2). Mállese 
AN 

en el oje de abscisas tal punto M que AMB = n/2. 

1.59. Hállense las longitudes de los lados y las magnitu- 
des de los ángulos de un triángulo cuyos vértices son 
A (—1, —2, 4), B(—4, —2, 0) y C (8, —2, 1). 
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1.60. Demuéstrese que un cuadrilátero con los vértices 
А (—3, 5, 6), 2 (1, —5, 7), C (8, —3, —1) y D (4, 7, —2) 
os un cuadrado. 

1.61. Hállese el coseno del ángulo q entre las diagonales 
(АС) y (BD) de un paralelogramo, si están dados tres vérti- 
ces de él: A (2, 1, 3), B (5, 2, —4 y C( 3, —3). 

1.62. Calcúlese el trabajo de la fuerza F = ¿+ 2j + k 
al trasladarse un punto material de la posicion A (—1, 2, 0) 
а la B(2, 1, 3). 

1.63. Sean dados los vectores a (1, 1) y b (1, —1). Deter- 
mínese el coseno del ángulo entre los vectores z e y que 
satisfacen e] sistema de ecuaciones 2z -|- y = 4, z + 2y = 


1.64. Los vectores a, b y e tienen longitudes iguales y 
forman dos a dos ángulos igualos. Hállonse las coordenadas 
del vector e, si a = i+ J, b= +k. 

< si e = Xi + Yj + Zk, entonces, de las condiciones del pro- 
blema se deduce que el vector e satisface el sistema de ecuaciones 

ca — ХҮ — ab 
cb = Y + Z = ab = 1; 
leto х + У Z= alt= | bl: = 2. 

Resolviendo este sistema, hallamos que X, = —1/3, Y; «= a, 
Z = о bien X, = 1, Y, = 0, Z = 1. P 

1.65. Los rayos [ОА), [ОВ), y [OC) forman dos a dos 
ángulos iguales cuya magnitud os z/3. Hállese ol ángulo 
entre las bisectrices de los ángulos Z АОВ у /.ВОС. 

1.66. Hállense las coordenadas del voclor v, que es 
colineal con el vector a (2, 1, —1) y satisface Ja condición 


1; 


1.67. El vector æ es perpendicular a los vectores 
а, (2, 3, —1) y a, (1, —2, 3) y satisface la condición 
æ (2i — j + К) = —6. Hállense las coordenadas de z. 

Si se da cierto vector e, entonces se llama componente ortogonal 
del vector arbitrario a a lo largo del vector e al vector ae, colinea! con е, 
con la particularidad de que la diferencia a — ae es perpendicular al 
vector e. 

Por analogía, se llama componente ortogonal del vector а en el 
plano P el vector ap, coplanar con el plano P, con la particularidad 
de que Ju diferencia a = ар es perpendicular a dicho plano. 


1.68. Hállense, para el vector a (—1, 2, 1), el componen- 
te ortogonal a lo largo del versor básico j y el componente 
ortogonal en el plano de los voclores i y k. 
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1.69. Se dan los vectores е (Jj, 1, 1) y a (—1, 2, 1). 
Hállense: 

а) el componente ortogonal del vector a a Io largo del 
vector e; 

b) el componente ortogonal del vector a cu el plano P 
que es perpendicular al veclor e. 

1.70. Se dan los vértices de un triángulo А (—1, —2, 4), 
B (—4, —1, 2) y € (—5, 6, —4); [BD] es la altura del tri- 
ángulo trazada por el vértice B. Hállense las coordenadas 
del punto D. 

1.71*. Se dan los vectores e, (1, —2, 0), e, (1, 1, 1) y 
a(—2, 0, 1). Hállese el componente ortogonal a,,,,, del 
vector a en el plano de los vectores e, y ез. 


Si la base Y = (ej, ез, ез) es rectangular, entonces las coordena- 
das de un vector arbitrario а = X e, + Х;ез + Хез en esta base 
pueden calcularse según la fórmula 


Х(=ва, i=1,2,3. (M 


En particular, la fórmula (11) 
permite establecer fácilmente la rela- 
ción que existe entre las coordena- 
das de un mismo vector en disi 
tas bases rectangulares. 

EJEMPLO 3. Supongamos que la 
base 8'= (8,7) se ha obtenido Fig. 14 
de la base 3 = (i, j) girando Ja ES 
última alrededor del punto O en un 
ángulo q (g > 0, si el giro se realiza en el sentido antihorario, g < 0, 
en el caso SRI (fig. 11). Establézcase la relación que existe entre 
las coordenadas del vector а en las bases Y y Y. 

< Sen a = Xi + YJ. En este caso 


xil Yj, (12) 
xij + Yjj. 


X = ar 


Y' = ay 


\ 


Рог otra parte, tenemos: 


cos ç, 


=es[— + )= —seu qp. 


ij = cos ( +0) = sen p, jj = cos g, 


Por eso las fórmulas de transformación de las coordenadas (12) toman 
la forma 

Х' = X cos q — Y sen q, 

Y’ = X sen g + Y соз. p> 
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1.72. Dedúzcanse las fórmulas de transformación de las 
coordenadas de los puntos de un plano al pasar йө} sistema 
de coordenadas (O, Y == (i, Ј)) al sistema (0'B' = (i', j"), 
si 00° = xi - yoj, y la base Y” so ha obtenido de la base 
35 girándola en un ángulo Ф en torno al punto O. 

1.73. Escríbanse las fórmulas de transformación de las 
coordenadas de los vectores al pasar de la base Y = (i, j, k) 
а Ја base $’ = (i, J^, k’), si 


i' = cos quid sen q-J, J’ == —sen g+ 4- cos pj, 
k = —k. 
1.74. En la base rectangular Y = (i, j, k) el vector а 
so descompone en a = —24 -+ j — k. Convénzaso de que 
la terna de vecLores 
x. 1 
yp em vi 3 


forma también una base rectangular #' = (i^, j’, k^) 
hállense en dicha base las coordenadas del vector a. 

1.75. Sea dada una terna no coplanar de vectores 
e, (1, —2, 0), e, (0, 1, 1) y e; (1, 2, 2) que forma una baso 
oblicuángula (icompruébese!). Los vectores a, y as on dicha 
baso se descomponen en a, = Xj;"e, + Хуе + Xi" e, y 
а, = Хре + Xie, + Хез. Exprésesc el producto esca- 
lar aa, en lérminos de las coordenadas de Jos vectores оп 
esta base. 


5. Producto veeforial de vectores. Una terna ordenada de vectores 
no coplanares e;, єз, ез se Пата derecha, si para un observador ubicado 
dentro del ángulo sólido formado por dichos vectores, el giro más corto 
de e, a е, y de e, а es parece realizarse en el sentido antihorario. En е} 
caso contrario la terna (ev, ез, es) se denomina izquierda. 

Se llama producto vectorial del vector a, por el vector a; o) vector, 
denotado por e) símbolo [a,, az] (o bien a, X аз), que se define median- 
te las siguientes Lres condiciones: 

1) la longitud del vector [e,, a,] es igual al área de un paralel 
gramo construido sobre los vectores a, у ау, es decir, | lav, 8] | 


гм. 
= |а |-| а, | sen (as, as); ñ 
2) ol vector lay, as] es perpendicular al plano de vectores a, y as; 
3) una terna ordenada 4,, аз, lay, as] es derecha. 
De la definición del producto vectorial proviene que 


а || as => lay, az] = 0. 


Las propiedades algebraicas del producto vectorial: 
1) lar, agb = —laz ail: 
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2) [Aan a,l = À lay, as]; 

3) la, + ax, b| = (а, 5] + laz, bl, 

Si а, (Xi, Y), Z) y а, (Xa, Yo, Z) son los vectores dados por sus 
coordenadas en Ja buse rectangular derecha, entonces la descomposi- 
ción del producto vecturial en la imi: base se expresa 
la, a: = (0. — ЖҮ») è + (X, — Xo i а, 

y YX k, 


е determinante 


- (Х,У 
о bien, en la notación simbólica (aplicando el concepto di 
de tercer orden; véase $ 1, cap. 3) 


i j kR 
las ad = X, Y, 2, | (13) 
X, Y, X, 


И“. 

1.76. |а |= 1, 1а [= 2 y (а, а) = 21/3. Calcú- 
lense: 

a) | lay, asl |; b) | 2a, + as as + 24,1 1; 

c) | la, + Заз, Заз — аз) |. 

1.77. iQué condición deben satisfacer los veclores a, 
y а para que los vectores d; + das y а, — аз sean coli- 
neales? 

1.78. Simplilíquense las expresiones: 

a) li, j + k] — U, i-H k] + [k, ¿ej kl, 

b) [a -+b + e, c] + [a + b-i- e, b] + [5 e, al, 

| [2a + b, e — al + [b + c, a + b), 

d) 2i [7, k] + 3j i, k) + Ak Li, jl. 

1.79. Demuéstrese que [a — b, a -|- b| = 2 la, bl y aclá- 
rese el sentido geométrico de esta identidad. 


1.80. [а | = [5 | = 5, Съ == д/4. Calcúlese el área 
de un triángulo construido sobre los vectores а — 26 y За + 
+ 2b. 

1.81. Los vectores a, b y c están asociados mediante la 
condición a+ 0 -- c = 0. Demuéstrese que la, bl = lb, cl = 
= le, al. ¿Cuál es el sentido geomótrico de este resultado? 

1.82. Demuéstrese que para cualesquiera vectores q, 
p,q y r los vectores la, pl, la, ql y la, rl son coplanares. 


"м, 

1.83. la | = 2, |b | = 5, (a, b) = я/6. Exprésese a tra- 
vés de los vectores a y b el vector unidad co, perpendicular 
a los vectores a y b, y tal quo: 

а) la, terna (a, b, со) sea derecha; 

b) Ja lerna (b, co, а) sea izquierda. 

1.84. Sean dados los vectores a, (3, —1, 2) y a, (1, 2, 
—1). Hállense las coordenadas do los vectores: 

a) ldi, az); b) (2а, + a5, azl; c) ау — az, 2a, + as). 
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1.85. Calcúlese el área de un triángulo cuyos vértices 
son A (1, 1, 1), B (2, 3, 4) y C (4, 8, 2). 

1.86. En un triángulo con los vértices А (1, —1, 2), 
B (5, —6, 2) y € (4, 3, —1) hállese la altura В = [80 |. 

1.87. Tros vectores no nulos a, b y e están ligados entre 
sí mediante las relaciones a = Íb, е], b = le, а}, c = 
= la, bl. Hállense las longitudes de estos vectores y los 
ángulos entre ellos. 

1.88. La fuerza F = 2i — 4j + 5& está aplicada al 
punto A (4, —2, 3). Determínese cl momento de esta fuerza 
respecto al punto O (3, 2, —1). 

1.89. Sean dadas tres fuerzas: F (2, —1, —3), Fa (3, 
2, —1) y Fs (—4, 1, 3) aplicadas al punto А (—1, 4, 2). 
Determínense Ja magnitud y los cosenos directores del 
momento de la resultante de dichas fuerzas respecto dol 
punto 0 (2, 3, —1). 

1.90. Calcülese el área de un paralelogramo cuyas diago- 
nales son vectores 2e, — ез y 4e, — 5е,, donde e, y es son 


los vectores unidad y (ei, ез) = x/4. 

1.91. Hállense las coordonadas del vector z, si se sabe 
que éste es perpendicular a los vectores a, (4, —2, —3) y 
[- 0, 4, 3), forma con el versor j un ángulo obtuso у que 

æ | = 26. 

1.92. Hlállense las coordenadas del vector 2, si éste es 
perpendicular a los vectores а; (2, —3, 1) y a, (4, —2, 3) 
y satisface, además, la condición z (i-- 2j — Tk) == 10. 

1.93. ¿En qué condiciones la ecuación аз = la,, 2] tiene 
solución respecto de z? ¿Cuántas soluciones existen? 

1.94. Hállese el componente del vector a (—1, 2, 0) que 
sca Пеле Шоша al plano de los vectores e; (1, 0, 1) y 
es (1, 1, 1). 

1.95. ¿Cómo variará la éxpresión (13), si prefijamos las 
coordenadas de los vectores en la base rectangular izquierda? 
¿Sorá válida esta fórmula para el caso de una base oblicuán- 
gula? 

1.96*. El vector la, [b, cl] se llama producto vectorial 
doble de los vectores dados. Demuéstrese que se verifica 
la igualdad 


la, [b, cl] = b (a, c) — c (a, b). 


6. Producto míxto de vectores, Se denomina producto mixto de 
una terna ordenada de vectores ay, as, аз al número [a,, а, as. 
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Las propiedades geométricas del producto mixto son: 
1) si V es el volumen de un paralelepípedo construido sobre los 
vectores d,, d» y аз, entonces 


V, si la terna (aj, a, аз) es 
derocha, 

—V, si la terna (4,, а, аз) св 
izquierda; 


lei, а} a; — 


2) para que tres vectores ay, dz, as scan coplanares, es necesario 
y suficiente el cumplimiento de la condición [a,, as] аз = 0. 

La Propiedad algebraica fundamental del producto mixto con- 
Ыр en mie! la permutación cíclica de los vectores no cambia su magni- 
ud, es decir, 


las. as] аз = las, аз] а, = las, а) а. 


Esta propiedad permite introducir la designación [а,, ay) аз = ааа, 
(el resultado no depende de cómo se colocan los corchetes en el segundo 
miembro). Un producto mixlo puede ser escrito en tórminos de coor- 
denadas de los vectores en la Tass rectangular derecha en la forma 


Xx Y, Z, 
maa =| X, Y, Z, 
X, Ya Za 


1.97. Los vectores ау, а», as forman una terna derecha, 
son recíprocamento perpendiculares y |a, | = 4, | az | = 
= 2, [аз | = 3. Calcúleso 4,44). 

1.98. Se dan los vectores a, (1, —1, 3), a, (—2, 2, 1) 
y а (3, —2, 5). Calcúlese a145a5. ¿Cuál es la orientación 
de las ternas: 

a) (dy, as, аз); b) (as, а, аз); с) (а, as, as)? 

1.99. Establézcase si los vectores ау, аз y аз forman 
una base en el conjunto de todos los vectores, si: 

а) a, (2, 3, —1), а, (1, —1, 3), a, (1, 9, —11); 

b) a) (3, —2, 1), а, (2, 1, 2), a, (3, —1. —2). 

1.100. Demuéstrese que | азазаз 1< laylla,O,lla,li 
¿en qué caso tione lugar el signo de igualdad? 

1.101. Demuéstrese que para cualesquiera a, b y e los 
vectores a — b, b — c y с — a son coplanares, ¿Cuá 
sentido geométrico de este hecho? 

1.102.  Demuéstrese la identidad 


(a + ble) (а — 25 + 2с) (ла + b + 5e) =- 0. 
1.103. Demuéstrese que si a [a, b] + B [5, cl + үе, а] = 


= 0, y por lo menos uno de los números z, В y y es distinto 
de cero, entonces los vectores a, b y e son coplanares. 
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1.104. Calcúlese el volumen del tetraedro OABC, si 
ОА = 8i + 4j; ОВ = —3j + k, ОС = 2j + 5k. 

1.105. Caleülese el volumen de un tetracdro con los 
vérticos situados en los puntos А (2, —3, 5), B (0, 2, 1), 
C (—2, —2, 3) y D (3, 2, 4). 

1.106. En un tetraedro con los vértices situados en los 
puntos А (4, 1, 4), B (2, 0, 2), C (2, 2, 2) y D (3, 4, —3) 
caleülese la altura h = | D£ |. 

1.107. Demuéstreso que los cuatro puntos А (1, 2, —1), 
В (0, 1, 5), C (—1, 2, 1) y D (2, 1, 3) en sitúan en un 
plano. LIA 

1.108. Pruóbese que el volumen de un paralelepipedo 
construido sobre las diagonales de las aristas del paralelopí- 
pedo dado es igual al volumen duplicado del mismo. 

1.109. Demuéstronse las identidades: 

a) (a + e) b (a + b) = —abc; 

b) (a — b) (a — b — c) (a + 2b 

c) (a -H b) (b -+ e) (c + a) = 2abo; 

d) Vo, ñ (ab (с i- аа + Bb) = abe). 


e) = Babe; 


$2. Objetos geométricos lincales 


1, Recta en un plano, Una línea recta en un plano dentro del 
sistema rectangular de coordenadas rectangulares cartesianas Оху 
do ser definida por la ecuación de cualquiera de los siguientes 
tipos: 

à 1) Ar By 4- C = 0 que es la ecuación. general de la recta; 

2) A (z -> za) + В (y — yu) = 0 que es la ecuación de la recta 
que pasa por el punto Mo (zy, yo) y оз perpendicular al vector normal 
n(A, By 


ET TT 

= VT qne es la eeuaciónj de la recta que pasa por 
el punto Mq (zo. Yp) y os paralela respecto del rector director q (l, m) 
(ecuación canónica de la recta); 

rot lt, 

Ha + md, t € {—оо, оо), que son las ecuaciones para- 
я de la recta las que en ła forma veelorial se expresan así: 


r= re + qt, 


donde ке (£p. ya) es el radio vector del punto M, (za, yo), Q (l, m) es 
el vecter director de la recta; 


8 p £- que es la ecuación de la recta en segmentos, donde 


a y b son las magnitudes de los segmentos dirigidos que se obtienen 
al cortar la reela loz ejes coordenados Oz y (y, respectivamente; 

6) reos & b y ees p 0, que es la cenación normal de la 
recta, donde vus g y cas fi son vosenos directores del vector normal л, 
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dirigido desde el origen de coordenadas hacia la recta, y p > 0 es la 
distancia entre el origen de coordenadas y la recta. 

La ecuación general de la recla 1) se reduce a la forma normal 6) 
multiplicándola por el factor normalizador 


im NEC. 
| Ил 


Si la recta L está dada por la ecuación del tipo 6) у M (z, y) es un 
punto del plano, entonces la expresión 


8 (M, L) = z cosa + y cos B — р 


lleva el nombre de desviación del punto M de la recta L. El signo 
Š (M, L) indica la disposición mutua del punto M, la recta L y el 
origen de coordenadas, a saber: si el punto 3 y el origen de coordena- 
das están situados por diferentes lados de la recta L, entonces 
8 (M, L) > Q, y si M y cl origen de coordenadas se hallan a un mismo 
lado de la recta 2, entonces $ (M, L) < 0, La distancia p (W, L) entro 
el ГИЛ эү la recta L se determina por la igualdad p (M, L) = 
- M, Di. 

EJEMPLO 1. Escríbase la ecuación de la recta Z’ que es paralela 
а las dos rectas dadas Ly: z + 2y — 1 = 0, Ly: z + 2y + 2 = 0 y que 
pasa entre ellos por el medio. 

<q Método 1. Por cuanto el vector n 2), normal respecto de 
las rectas dadas Z; y La, es también normal respecto de L’, será sufi- 
ciente encontrar un punto M', situado en ol medio de la distancia 
entre L4 y Ly. De las ecuaciones рага L, y Za hallamos cualesquiera 
dos puntos M, € Ly y М» € Ls, por ejemplo, M, (1, 0) y M, (—2. 0). 
En este caso el punto M’ (. 0) que divide el semuento M; Ms 
por la mitad, se fija en medio de la distancia entre £4 y Ly- Por eso la 
ecuación de la recta L' tiene por expresión 


D: ++ 0. 


Método 2. Un punto arbitrario Af pertenoco a Z” enando, у sólo 
cuando, p (M, Ly) = p (М, Ly), es decir, 


16M. L)1 = 160(M, La) l- (0) 


Para despejarnos de los módulos en esta relación, establezcamos Ja 
posición del origen de coordenadas con respecto a las rectas dadas L, 
y Ez. Las ecuaciones normales de estas rectas son: 


2 


=0 y Li 
25 ya 


ы Кы 
v5 


Puesto que las normales a, y лз, trazadas del punto O en direerión de 
Lx y La, son contrariamente orientadas, entonces el punto O se eneuen- 
tra en la franja entee L, y Lg. 


87 


Por ello, la relación (1) toma la forma 8 (41, £4) = 8 (M, Lo), 
o bien 


hon. d EN ME 
VS "v8" y8 vs ^ vs" vs' 
decir, L':z-F2y += 0. > 


En los problemas 2.1—2.3 se pide: 

1) escribir la ecuación de la recta, reducirla a la forma 
general y construir la recta. 

2) reducir la ecuación general a la forma normal y de- 
terminar la distancia dcl origen de coordenadas hasta la rec- 
ta. 

2.1. La rocta L viene anan por el punto M, (20, Yo) € L 
у el vector normal n (A 

a) M, (—1, 2), n (2, Y. 9») М, (2, 4), n (2, 0): 

c) M, (1, i), n (2, —1). 

2.2. La recta L está | dada рог el punto M, (zo, Yo) € L 
y el vector ү q (1, m): 

а) M (1,2, gB Di 9) M(t, 0), 90,1) 

e) Mot, 1), q (2, 0). 

2.3. La recta T está dada por medio de sus dos puntos 
M, (ху, уу) y Ma (Za, уз): 

а) М, (1, 2), Мз C 1, 0; b) М,(,1), Ms (1, —2); 

€) М, @, 2), M, (0, 2). 

2.4. бе dan la recta L y e] punto Af. Se requiere: 

1) calcular la distancia p (M, L) del punto M hasta la 
rocta L; 

2) escribir la ecuación de la recta L' que pasa por el 
punto M y es perpendicular a la recta dada L; 

3) escribir la ecuación de la recta L” que pasa por ol 
punto M y es paralela a la recta dada L. 

Los datos de partida son: 

a) L: —2x + y — 1 = 0, M (—1, 2); 

b) L: 2y -- 1 = 0, M (1, 0); 

€) L: z-Ey + 1 = 0, M (0, 1). 

Scan dadas dos rectas / y Ls. Son posibles dos casos de su dispo- 
sición mutua: 

La y Ly son rectas paralelas que, en particular, coinciden; 

2) L. y La se cortan. 


En los problemas 2.5—2.9 investíguese la disposición 
mutua de las rectas dadas L, y La. En el caso 1) hállese la 


88 


distancia p (Ly, La) entre las rectas, en el segundo caso 


Z^ 
hállese ol coseno del ángulo (22, Lg) y el punto M de 
intersección de las rectas. 

2.5. Li: —22 + y — А = 0, La: 2y | 4 — 0, 


2.8. :+у—1=0, L. :#g= 


2.9. Li: z + 2y + 1 = 0, La: 2z —4y — 2 = 0. 

2.10. El triángulo ABC está dado por las coordenadas 
de sus vértices. So necesita: 

1) escribir la ecuación del lado (4B); 

2) escribir la ecuación de la altura (CD) y calcular su 
altura & = | CD 1; 

3) hallar el ángulo q entre la altura (CD) y la mediana 
(BM); 

4) escribir la ecuación de las bisectrices L, y / de los 
ángulos interior y exterior en el vértice А. 

Los datos de partida son: 

a) A (1, 2), В (2, —2), C (6, 1); 

b) А (2, —2), B (6, 1), C (—2, 0). 

2.11. Pruébese que el punto M (—1, 2) pertenece a la 
recta L: z = 2t, y = —1 — 6t. Hállese el valor del pará- 
metro Ё que corresponde a este punto. 

2.12. Calcülese la distancia desde el punto M (1, 1) 
hasta Ја recta L: z -= —1 + 2t, y = 2 4 £. 


Si la recta viene dada por la ecuación general Az + By + C = 0, 
y, además, B == 0 (es decir, la recta no es paralela al eje Oy), entonces 
dicha recta puede ser descrita mediante una ecuación con coeficiente 
angular del tipo у = kz + b. 

EJEMPLO 2. eeribase la ecuación de la recta L^ que pasa por el 
{ш M (2, 1) bajo el ángulo л/4 respecto de la recta Li 2z + 3y + 


< Se denomina ángulo entre las rectas L y L' el menor de dos 
ángulos adyacentes formados por las mismas. Por ello (véase cl 
problema 2.13) 


2 
Z. ШЫР 
la Та) | —— 
1+ ( -4) 
donde k os el coeficiente angular de la recta Z’. De esta ecuación 
hallamos 4, = 1/5 y ka = —5. Por consiguiente. el problema tiene 
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dos soluciones. Haciendo uso de las coordenadas del punto M, podemos 
escribir para cada caso una ecuación con coeficiente angular: 


1 2 
метра е1, 
о bien, en el сако general, 
z=- бу+3=0, 5z+ -— 1 = 0. p 
2.13. Demuéstrese que si las rectas L, y Ly están dadas 
por las ecuaciones con coeficiente angular, entonces 


AN ЕЩ; 
шй 22 = |8. 


2.14. Dol punto Af (5, 4) sale un rayo de luz bajo el 
ángulo q — аге tg 2 respecto al eje Oz y se refleja de éste. 
Escríbanse ecuaciones de los rayos incidente y reflejado. 

2.15. Escríbaso la ecuación de la recta que pasa por el 
punto Af (8, 6) y forma con Ios ejes coordenados un triángu- 
lo de área 12. 

2.16. Esc 
а las dos rect: 
si: 


ase la ecuación do una recta que es paralela 
as dadas L, y L, y pasa por el medio entre ellas, 


a) h 3x- 2y—1=0, L,: 


b) £,:S2- 1бу—1=0, La: 


2.17. Escribase la ecuación de una recta que pasa por el 
punto М e 1) y forma con la recta L: z= 1 +t, у= 
= —2 — ab un ángulo igual a 1/4. 

2.18. rÍbanse las ecuaciones de los lados del Lrián- 
gulo ABC, si se conoce su vértice A (1, 2 stán dadas sus 
dos medianas x — 2y 4-1 = 0, e y— 1 = 0. 

2.19*. Demuéstrese que la recta 2x + y + 3 = 0 corta 
el segmento [47,4 ,], donde M, (—5, 1) y AL, (3, 7). 

2.20. Esci NES la ecuación de una recia que pasa por 
el punto М, (—2, 3) siendo"equidistante de los puntos 
Vi, —) y Ma (8, 7). 

2.21. Establézcase si el punto ЛГ, (1, —2) y el origen de 
coordenadas se disponen en un ángulo, en ángulos adyacentes 
o en ángulos opuestos por el vértice y formados por las rectas 
Ly y Es que se cortan, si: 
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Ly:3z +y + 10 = 0, 
0, La: 32 — у — 2 = 0. 


formados por las rectas 3z — 5y — 4 = 0 y z + 2y +3 = 
= 0, contiene el punto M (2, —5). 

2.23, Escríbanse las ecuaciones de los lados de un trián- 
gulo, si so sabe uno de sus vértices B (2, 6), y también las 
ecuaciones de Ја altura z — Ty + 15 = 0 y la bisectriz 
Tr + у -- 5 = 0, trazadas desde un mismo vértice. 

2.24. Escríbanse las ecuaciones do los lados de un trián- 
gulo, si se sabe uno de sus vértices B (2, —7), y también 
las ecuaciones de la altura 3z + y + 11 = 0 y la mediana 
z + 2у + 7 = 0, trazadas desde los diferentes vértices. 

2.25. Escríbanse las ecuaciones de los lados de un trián- 
gulo, si se sabe uno de sus vértices А (3, —1), y también 
las ecuaciones de la bisectriz т — 4y + 10 = O y la me- 
diana 6x + 10у — 59 = 0, trazadas desde los diferentes 
vérticos. 


2.El plano y la recta en el espacio. El plano P en el sistema de 
coordenadas rectangulares cartesianas Олуг puede ser dado por cual- 
quiera de las ecuaciones del siguiente tipo: 

1) Az + By + Cs + D = 0, ecuación general del plano; 

2) A (z — zq) + B (у — ya) + C (s — za) = 0, ecuación del pla- 
no que pasa por el punto Mo (za, Va, 20) y que es perpendicular al 
vector normal n (A, B, C); 
$ yz 
9 pts 
а, b, c son las magnitudes de los segmentos dirigidos que se obtien 
al cortar el plano los ejes coordendos Oz. Oy, Oz, respectivamente: 

4) a cosa + у cos d-zeos y — p = 0, la ecuación normal 
de un plano, donde cos z, sos |, cos y son cosenos directores del vector 
normal п, que está dirigido desde el orig de coordenadas hacia el 
Шаш y р > 0 es la distancia entre el origen de coordenadas y el 
plano. 

La ecuación general 1) se. reduce a la normal del tipo 4) 
multiplicándola por el factor normalizador 


+ ecuaci segmentaria del plano, donde 


en 


n=. 


Si el plano P viene dado por ja ecuación normal del tipo 4) y 
М (z, y, 2) ез cierto punto del espacio, entonces la expresión 
Š (M, P) = z cos a -+ y cos B + z cos y — p 
Deva el nombre de des: 
6 (M. P) indica la 


ación del punto 57 del plano P. El signo 
п mutua del punto 37. el plano P y el 
origen de coordenada : si el punto Æ y el origen de coordena- 
das se disponeu рот intos lados resperto al punto P, entonces 
6 (M, P) > 0, y si el punto M y el origen de coordenadas están a un 
mismo lado respecto al plano P, entonces à (M, PY < 0. 
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La distancia p (M, P) entre el punto M y el plano P se determina 
por la igualdad р (M, P) = | 8 (M, Р) |. 

La recta Г, en el espacio puede ser dada: 

4) por las cenaciones generales 


[oor EE D,—0, 
Az! Bay+Cz+ D, =0, 


donde los coeficientes Aq, By, Сү no son proporcionales a los coeficien- 
tes As, Ba, Ca, lo que es equivalente a la definición de la recta como 
línea de interseceión de los planos. 

2) por lus ecuaciones paramétricas 


2=2 +, 
{ э=ю+т!, 
s= Fu, 


u en la forma vectorial 
r (Ù = ro + qt. 
donde ге (гу, Yo» 20) ез el radio vector de cierto punto perteneciente а 


la recta, mientras que q (l, m, n) es el vector dircetor de la recta; 
3) por las ecuaciones canônicas 


9—5 


Јо que es equivalente a la descripción de Ја recta como línea de inter- 
sección de tres planos que proyeetan esta recta sobre los planos coor- 
denados. 

EsembLo 3. Escríbase la ecuación de un plano P que pasa por los 
puntos M, (1, 1, 1) y M, (0, 2, 1) paralelamente al vector a (2, 0, 1). 
E! problema tiene una solución única, puesto que los vectores 
MM, (4, 1, 0) y a (2, 0, 1) no son colineales. A título de vector 
normal al plano puede ser elegido el vector 


ijk 
п=\Му, M а} | —1 1 0|= i+ i—2k. 
201 


La ecuación del plano Мело la forma (z — 1) + (y - 1) —2(2— 1) = 
== 0, o bien z -- y — 22 = 0. La última ecuación está privada del 
término independiente, por lo cual el plano pasa por el origen de 
coyrdenadas. 

Otro procedimiento. El punto M (z, y, z) pertenece al plano 
buscado P cuando, y sólo cuando, los vectores 37, M, МҮМ; y a son 
coplanares. Por consiguiente, 


WE МҮМ, а = 


es decir, = у — 
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EjEMPro 4. La recta L viene dada por las ecuaciones generales 
( zly— 


2;—y2 


Escribanse las ecuaciones canónicas de esta recta y también Ja еспа- 
ción de su proyección sobre el eje coordenado Oz: 

44 El punto M (0, 2, 2) salisface las ecua 's generales de la 
recta (compruébolo) y, por tanto, se sitúa en di recta, A título de 
vector director de la recta podemos tomar el veetor q = lm, nil. 
donde n; (1, 4, —1) y ny (2, —1, 0) son vectores normales de los planos 
cuya línea de intersección es precisamente la recta dada. De este modo, 


ij ok 
qh 1 —il=-¿-2 
2—1 0 


y las ecuaciones canónicas de la recta son: 


La proporción obtenida es equivalente al sistema de tres ecnarió- 
nes 


{ —Sz-pi—2-0, 


—3y i222, 


que describen tres planos que proyectan la recta sobre los planos coor- 

denados Оху, Ozz y Oyz, respectivamente (ecuación de la recta en 

proyecciones). En particular, la ecuación —3z + 2 — Ü es la 

ecuación de proyección de Ja recta dada sobre ol plano Ozz. р 
EsmmbLo 5. Sean dadas las rectos que se cruzan 


+2 £ ydid 3-2 
"Por ip 


ж. 4x 
L: ==” 


0 


Hállese la distancia р (/4, Lg) entre las rectas y escríbase la ecuación 
de Ja perpendicular / común para ambas rectas. 

< Hallemos la ecuación del plano P que pasa por la recta 4 
paralelamento a la recta L, (fig. 42). El punto A, (0, 1, —2) se sitúa 
en la recta ZL, y, por ende, pertenece al plano buscado P. A título de 
yeclor normal al plano citado tomemos el vector 


n=lg 921 -2i— j— k. 


La ecuación del plano P es: 
25 —(y—1)—4(-2)—90, 


o bien, en la forma general, 2z + y 4424 7 = 0, 
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La distancia p (a, Z4) es igual a Ja distancia de cualquier punto 
de la recta Ls, por Кошо del punto My (—1, —-1, 2) hasta el plano P. 
La ecuación normal del plano P tiene por expresión 


de donde 


2 1 8 ri 12 
PUn Fm tss Р | 4 vara vaya 


Con el objeto de formar Ha ecuación de la perpendicular común Z, 
hallemos las ecuaciones de los planos P, y Pa que pasan por las rectas 


A 
S ELS 
SETS 


dadas L, y La, respectivamente, y que son perpendiculares al plano P. 
Tenemos: Mi (0, 1, —2) € P, y m = [qu n] = i — 107 + PN 
+ 22 4 v. Análo 1,2)€ 


de donde Py: z — 10у +1 gamente, M, (—4, 
€ Pa y m ] = —9 + 6j + ЗЕ L Pa, de donde Py: 
—2у—: 


0. 
Puesto que L= P; ñ P, resulta que 
z— 10g 4-2:--11—0, 
dr—2y—:4-9—0 
son las ecuaciones generales de la recta L. > 


2.26. Se dan el plano P y el punto M. Escríbase la ecua- 
ción del plano P* que pasa por el punto M paralelamente al 
plano P, y ealeúlese la distancia p (P, Р"), si: 

а) P: —2z +y —2 4-1 = 0, HM (f, 1, 1); 

)) P. z—y—41-0, M (1, 1, 2). 

2,27. Esribase la ecuación del plano Р” que pasa por 
los puntos dados M, y Ma y que es perpendicular al plano 
dado P, si: 
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a) P: —z +y —1 = 0, M, (1, 2, 0). "n (2 4, 1 

b) P: 22 — y +. z ++ 1 = 0, (M (0, 4, M (2, 0, 1). 

2.28. shrine la ecuación de uu D ШЕ pasa por el 
punto M paralclamente a los vecloros aí y (te 

a) M (1, 4, 1} ai (0, 1, 2), аз (—1, 0. 1); 

b) M (0, 1, 2 2, а (2, 0, 1) a; (1, 1, 0). 

2.29. Escríbase la ecuación de un plano que pasa por los 
puntos Му y Ms paralelamente al vector a, 

a) M; (1, 2, 0), Ms (2, 1, 1), a (3, 0, 1) 

b) M, (1, 1, D, Me (0, 3, —1), a (0, —1, 2). 

2.80. Escríbase la ecuación de un plano que pasa por 
tres puntos dados My, Mo, y My, si: 

а) Mi (1, 2, 0), M; (2, 4, 1), M, (3, 0, 1); 

b) Mi (1, 1, 1), M. (0, —1, 2), М, (2, 3, —1). 


Sean dados dos planos P, y P,. Son posibles dos casos de su dis- 
posición mutua: 

1) P, || Р», en particular, los planos coinciden; 

2) P, y P, se cortan a lo largo de cierta recta. 


En los problemas 2.31-2.34 investiguense la disposición 
mútua de los planos dados. En el caso 1) hállese la distancia 
p (Ру, Pa) entre los planos, en el caso 2) hállese el coseno 
del ángulo entre los planos. 

2.31. P: —z | 2y —2 + 1 = 0, Pi: y 4 32 — 1 —0. 

2.82. Pi: 2®—у+—1=0, Py —Ár--2y—22—41--0. 

2.38. Ру z—gy 41-20, Py — z - 1 A 

2.34. Pr DANAUM ЧА 0, бу: Az 

2.35. Coleílese el volumen de una pirámido limitada 
por el plano P: 2r — 3y + 6z — 12 = 0 y los planos coor- 
denados. 

2.36. Escríbanse las ecuaciones de los planos gue dividen 
por el medio los ángulos diedros formados por los planos 


2.37. cds la ecuación aca un ter auo equiti istante de 
los dos planos dados P, y Pg, si: 

а) Pi: dr — y — 2 — 3 = 0, Р»: áz — y — 2z— 

b) Pi: 5x — 3y + z + 3 = 0, Pa: 102—6у--22-4- 

2.38. Establézcase si los puntos М, (2 
М» (1, 2, —3) se sitúan en un ángulo, en los 
centes o en los ángulos «ше рог el vértice, formados 
por los planos P, y Pe, si 
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y + 2z — 3 = 0, Pa: х — 2y — z 4- 4—0 
y r92 —1— 0, Р»: 3z — 2y + 6z—1=0 
La recta Z viene dada por las ecuaciones generales. 
e para esta recta las ecuaciones canónicas y las 
ecuaciones en proyecciones (véase el ejemplo 4), si: 

а) b) 


0; 


n: 2r—y'2:—3. 0, я 2-20 — 32—95 
А | 2z—y +z 2—0; 


z-2y—2.1—0; 7 


2.40. Escríbanse las cenacionos canónicas de una recta 
que pasa por el punto М, (2, 0, —3) paralelamente: 

а) al vector q (2, —3, 5); 

2 0+2 „35. 

— z —-—* 
c) al oje Ox; d) al eje Oz; 
Bx—y+ 22—10, 
2+3y-22—3 += 0; 

f) a la recta z = —2 + t, y = 2, z = 1 — tht 

2.41. Escríbanse las ocuaciones de una recta que pasa 
por dos puntos dados M; y Ma, si: 

a) MV (4, —2, 1), M: (3, 1, —1); 

b) M, (3, —1, 0), My (1, 0, —3). 

2.42. Se dan una recta £L: 2 — ni y un 
punto M (0, 1, 2) & L, (compruébese). Se pide: 

a) escribir la ecuación de un plano que pasa por la recta 
L y el punto. Af: 

b) escribir la ecuación de un plano que pasa por el pun- 
lo М у es perpendicular a Ja recta L; 

c) escribir la ecuación de una perpendicular trazada 
desde cl punto ЛУ a la recta L; 

d) calcúlese la distancia p (M, L); 

e) hállese la proyección del punto M sobre la recta L. 

2.48. Se dan el plano P: z + y — z = 0 y una recta L: 
+= ‚ con la particularidad de que L&P 
(compruébese). Se pide: 


b) a la recta 


e) a la recla 


S 
a) calcular el sen (P, L) v las coordenadas del punto de 
intersección de la recta cou el plano; 
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b) escribir la ecuación de un plano que pasa por la rec- 
la L y es perpendicular al plano Р; 

c) escribir las ecuaciones de ia proyección de la recta L 
sobre el plano P. 

2.44. Sean dadas dos rectas: 


Deniuéstrese que las rectas L, y La se disponen en un mismo 
plano cuando, y sólo cuando, se cumple la condición 


AH Va— aah 


2.45. Haciendo uso de los resultados del problema 2.44, 
convénzase de que las rectas L, y L, pertenecen a un mismo 
plano y escríbase la ecuación de este plano. Los datos de 
partida son: 


a) 44: = 
b) 24: 25 
2.46. Demuéstreso que las rectas 
‚| 22-2y—2— 10—0, 
А | r—y—z—22—0 


y Wa 


son paralelas y hállese la distancia p (Li, Li). 

2.47. Demuéstrese que la distancia entre las rectas que 
so cruzan Ly: r (D = r, -+ qué y Lo: r (t) = r, de qt puede 
ser calculada según la fórmula 


2.48. Sean dadas dos rectas L,:— 
La: = 22 So necesita: 
y JI 1 — = bas sita: 


а) demostrar que las rectas no se disponen en un mismo 
plano, es decir, se cruzan; 
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b) escribir la ecuación de un plano que pasa por Ja reeta 
Ls paralelamente a Z4: 

с) calcular la distancia entre las rectas; 

d) escribir la есмасїбп de la perpendicnlar común a las 
rectas D, y La. 

2.49. Escríbanse Jas ecuaciones canónicas de la recta 
que pasa por el punto M, (3, —2, —4) paralelamente al 


plano 3r — 2y — 32 — 7 = 0 y que corta la recta E 2 


§ 3. Curvas en el plano 


1, Ecuación de la curva eu el sistema de coordenadas reetan- 
gulares cartesianas. Se dice que la curva T en el sistema de 
соогйсгайаз Озу tiene la ecuación 


F (z, y) = 0, (1) 


е eumple la siguiente condición: el punto M (z, y) pertenece a la 
va P cuando, y sólo cuando, sus coordenadas z с y satisfacen la 
relación (1). Si, en particular, F (z, y) = f (z) — y, h ecuación (1) 
puede escribirse en la forma 


у= 10), (2) 


y en este caso la curva Г coincide con la gráfica de la función f (z). 

En el pi e párrafo se estudia la relación existente entre las 
propiedades geométricas de la curva y su ecuación en algunos casos 
más simples. 

EsempLo 1. Escríbase la ecuación de una curva, para la cual Ја 
suma de los cuadrados de las distancias de cualquiera de sus puntos 
hasta los puntos А (—«, 0), В (0, a) у С (а, 0) es igual а За?, 

< Sex Г ima curva que satisface las condiciones del problema; 
M (z, y) € T, si, y sólo si 


É 


0? (M, А) + р? (M, B) + р? (М, С) = 302, 
о bien 
(z + а) + 0 Hb а + (g — а)? + (= — а)? + у = 34%. 
Realizadas las transformaciones sencillas, obtenemos 
@ + E =0, 
o bien. formando el cuadrado perfecto, 


Ésta es precisamente la ecuación buscada de la curva que representa 
eu sí una unferencia de radio 4/3 у con el centro en el punto 
Mo (0, a/3). > 

En los problemas 3.1—3.14 se pide establecer cuáles 
curvas se definen por las ecuaciones dadas y construir estas 
curvas. 

3.1. z+ ly |= 0. 3.2. |z | фу—х=0. 3.3. z— 
— ay = 0. 

3.4. zy + y? = 0. 3.5. 22 — у 

3.7. y? — 9 = 0. 3.8. z2— z — 

3.9. z?y — Toy + 10у = 0. 3.10. 57 

3.11. z? + (y H-3? = 4. 3.12. x° J 
3. 22? -+y 4-2 — 0. — 3.14. 22 4 |y? — 1 |=0. 

3.15. Escríbase la ecuación de una curva, cada punto de 
la cual se encuentra a una misma distancia de los puntos 
Mi (3, 2) y M, (2, 3). 

3.16. Escríbase la ecuación de una curva, para la cual 
la diferencia de los cuadrados de las distancias desde cual- 
quiera де sus puntos hasta los puntos M, (—a, 0) y M, (a, 0) 
es igual a c. 

3.17. Escríbaso la ecuación de una curva, para la cual 
la distancia de cualquiera de sus puntos hasta el eje Ox es 
dos veces mayor que la distancia hasta ol eje Oy. 

3.18. Escríbase la ecuación de una curva, para la cual 
la suma de los cuadrados de las distancias de cualquiera de 
sus puntos hasta los puntos M; (—3, 0) y My (3, 0) es igual 
a 50. 

3.19. Escríbase la ecuación de una curva, para la cual 
la distancia de cualquiera de sus puntos hasta el punto 
М; (1, 1) оз dos veces menor que la distancia hasta el 
punto M, (—4, 4). 

3.20. Escríbase la ecuación de una curva, para la cual 
la suma de las distancias de cualquiera de sus puntos hasta 
los puntos F; (—2, 0) y Е, (2, 0) es igual a 215. 

3.21. Escríbase la ecuación de una curva, para la cual 
el módulo de la diferencia de distancias entre cualquiera de 
sus puntos y los puntos Fi (—2, —2) y Fa (2, 2) es igual 
аа. 

3.22. Escríbase la ecuación de una curva, cada punto de 
la cual es equidistante del punto F (2, 2) y dol eje Oz. 

3.23. Establézcase que cualquiera de las ecuaciones si- 
guientos define una circunferencia; hállese el centro de la 
misma С y el radio R: 
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a) z* + y? — ár + бу — 3 = 0; 

b) 2% + y? — 8z = 0; c) 22 + y? + 4y = 0. 

3.24. Escríbase la ecuación de la circunferencia en cada 
uno de los siguientes casos (designaciones: C es el centro 
de la circunferencia, A, el radio y M, Mı, My, My son los 
puntos en la circunferencia): 

a) C (2, —3), R = 7; b) M (2, 6), € (1, 2); 

с) M, (3, 2), Ma (—1, 6) son los extremos del diámetro 
de la circunferencia; 

d) C (1, —1), la recta 52 — 12у + 9 = 0 es la línea 
tangente a Ja circunferencia; 

e) M (1, 2), la circunferencia toca los ejes de coordena- 
das; 

f) м, (8, 1), M; (1, 3), CEL; 3z — y — 2 = 0; 

m* M, (—i, 3), М»(0, 2), М„(1, —1). 

3.25. Escríbase la ecuación del diámetro de la circunfe- 
rencia z? -p y? + 42 — бу — 17 = 0, porpendicular a la 
recta 5z + 2y — 13 = 0. 

3.26. Cálculese la distancia mínima dol punto M, hasta 
la circunferencia T, si: 

a) Me (6, —8), T: z? + y? = 9; 

b) M, (—7, 2), Г: 2? + y? — 10z — 14у — 151 = 0. 

3.27. Determíneso la disposición de una recta respecto 
de una circunferencia: la corta, es tangente a la circunfe- 
rencia o pasa fuera de la última, siempre que la rocta y la 
circunferencia vienen dadas por las ecuaciones: 

а) 2z — y — 3 = 0, 22 + у? — 32 + 2y — 3 = 0; 

b) z— 2y — 1 = 0, zt + yt — 8z + 2y + 12 = 

)r—y+10=0, 224 y —1 = 0. 


2. Curvas algebraicas de segundo orden. So llama curva algebraica 
de segundo orden una curva T cuya ecuación en el sistema de coordena- 
das cartesianas se expresa 


Az? + 2Bzy + Cyt + Dz + Eg + P = 0, @ 


donde no todos Jos coclicientes A, B y С son nulos simultáneamente 
(de lo contrario T sería una recta, es decir, una curva algebraica de 
primer orden). 

En el caso general puede resultar que la ecuación (3) defina la 
así llamada curva degenerada (un conjunto vacío, un punto, una recta, 
un par de rectas). 

En cambio, si la curva P es regular, se encontrará para ella tal 
sistema de coordenadas rectangulares cartesianas en el que la ecuación 
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de la curva mencionada tenga una de las siguientes tres formas (ecuación 
canónica): 


з у 
= + a>b>0, (^ 
2 y 
ras M (5) 
y9=2pz, p>0. (8) 


La curva P so llama en este caso elipse, hipérbola o parábola, respecliva- 
mente, mientras que el propio sistema de coordenadas en el que su 
ecuación tiene Ja forma (4), (5) б (6), lleva el nombre de sistema canó- 
nico de coordenadas para la curva dada. 

La reducción de la ecuación general de una curva de segundo orden, 
a la forma canónica se analiza detalladamente en el p. 4 del $3, cap. 4 


Fig. 13 


El objetivo del presente punto consiste en el estudio de las propieda- 
des geométricas fundamentales de las curvas regulares de segundo 
orden sobre la base de sus ecuaciones canónicas. , 


La elipse expresada por la ecuación canónic 


2 b > 0, tiene la forma expuesta en la fig. 13. 
Los parámetros а y b se denominan semiejes de la elipse (mayor 
y menor, respectivamente), los puntos 4; (—«, 0), Az (a, 0), B, (0, —b) 
y B, (0, b) son los vértices de la elipse, los ejes de simetria Oz y Oy 
son ejes principales, y el contro de simetría О, centro de la elipse. 
Los puntos Ау (- с. 0), y É, (e. 0), donde c — y a — 02 > 0, 
se denomina 
vectores focales y los números r, 
locales del punto M perteneciente a . 
а = b los focos F, y F, coinciden con el centro, mientras que la ecua- 
РИ ; КЧК 4 A "n 71 
ción canónica tiene por expresión; +5- 1. o bien z? + y? = a, 
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es decir, describe una cireunferencia de radio а cuyo centro se dispone 
en el origen de coordenadas. 


T 
El número e = £ = ]/ 1 — % (0 < e< t) se denomina excen- 
tricidad de la clipse y sirve de medida de su sachalamiento» (para 
e = 0 la elipse se convierte en una circunferencia). 
Las rectas Dj: z = —afe y Dg: z = ale, que son perpendiculares 
al eje principal y pasan a una distancia de a/e del centro, se llaman 
directrices de la elipse, 


3.28. Constrñyase una olipse 92° + 25y* = 225. Hállen- 
So: 

a) los semiejes ; b) las coordenadas de los focos; c) la 
excentricidad; d) las ecuaciones de las directrices. 

3.29. Escríbase la ecuación canónica de una elipse, si: 


a) a b = 2; b) 5, c = 4; c) e = 3, e = 3/5; 
d) b = 5, e = 12/13; е) e = 2 y la distancia entre las di- 


roetricos es ignal a 5; f) е = 1/2 y la distancia entre las 
direc! es ignal a 32. 

-J0. Escríbase la ecuación de una clipse con los se- 
miojes a y b y el centro en el punto С (ro. Yo), si se sabe quo 
los ejes principales de la clipse son paralelos a los ejes coor- 
denados. 

3.31. listablézcase que cada una de las ecuaciones que 
siguen define wna elipse, hállense el centro de la misma, 
los semiejes, la excentricidad y las ecuaciones de Jas direc- 
trices: 

a) 52? + Dy? — 30у |- 18у + 9 = 0; 

h) 162° -+ 25y*? + 322 — 100y — 284 = 0; 

€) 4z? + 3y? — 8x + 12y — 32 = 0. 

3.32. Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 


a) Si M (z. y) es un punto arbitrario de la elipse 24 
" 
+ = 1, а 2 b, ontonces los radios focales de este pun- 
lo Son 
r (M) = a |-ес, ra(M) = a — er 


(véase fig. 13). De aquí, en particular, se deduce que para 
Lodo punto Af de la elipse se verifica la igualdad 


ri (M) + rg (M) = const == 2a. 


h) Sean dados los puntos F; (—c, 0) y F, (e, 0), € > 0. 
Entonces el conjunto de puntos ЛГ que satisfacen la condi- 
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ción | FM | + | FAT | = const = 2a, es una elipse 


2 
+É = 1, donde b = a3— с. 
3.83. Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 
з 
а) Si M (z, у) es un punto arbitrario de una clipse E + 


+Ё = Â, a > b, rx (М), ra (M) son radios focales de este 

punto, y p (M, Dj) y p (M, D,) son las distancias entre 

dicho punto y las directrices, entonces se verifica la igualdad 
п(М) _ r (M) 

eO, D) р(М, Dj 

b) Sean dados un punto Ё (c, 0) y una recta D: z — d — 

= 0, d > e> 0. En esto caso el conjunto de puntos M, 


==const = e. 


que satisfacen la condición = const = e < 1, es 


s ^ p(M, D) 
nna elipse A+? = 1, donde а = de y b=a—e, 

3.34. La elipse cuyos ejes principales coinciden con los 
ejes coordenados pasa por los puntos М (2, V 3) y M,(0, 2). 
Eseríbase la ecuación de la elipse y hállense los radios focales 
del punto M; y las distancias del punto citado hasta las 
directrices. 


3.35. Hállese en la elipse 9z? + 24y? = 225 un йо счуа 
distancia hasta el [oco 2, sea cuatro veces mayor que la distancia 
hasta el foco Fi. 

3.36. Escríbase la ecuación de una curva por la cual se mueve el 
punto M, si la suma de distancias entre dicho punto y los puntos 

г, (—1, —1) y P, (1, 1) queda constante e igual a 2 1⁄ 3. 

3.37. Escríbase la ecuación de una curva por la cual se mueve el 
punto M, si la distancia entre dicho punto y el punto F (3, 0), es dos 
veces menor que la distancia hasta la recta z+ y — 1 == 0. 

38. Determínese la disposición de una recta respecto de una 
el а corta, es tangente o bien pasa fuera de la elipse, si la recta 
y la elipse vienen dadas por las ecuaciones: 


„ з 2 
а) 2r—y—3=0, + > 


b) 2z-F y—10—0, > 


€) dr 2y—20=0, > ; 
3.39, Escríbase la ecueción de una tangente a la elipse 


LA 
Wei en el punto M, (s Ya): 
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4 Supongamos primero que ро 5 0, es decir, el punto Mo no 
coincide con ninguno de los vértices A, (—a, 0) y А (z, 0), En este 


y 
caso la cenación E + 5 = 1 define implicitamente la función y = 


у (z), —a < z 9 а, cuya gráfica pasa рог el punto Mo (zo, Yo) y 
ШШЕН со Md өй correspondiente (superior cuando yy > 0 ó 
inferior, cuando yo < 0) de la elipse. Al derivar respecto de z la 


z: 
Li 
A 


identidad — 


5 , llegamos а que la derivada у (д) es 


igual a 
эл, 
ай 


Y == 


De aquí la ecuación de la tangente а la elipse en el punto My (zo, yo) 
tiene por expresión 
изд, 
0—0. e (e—a) 


2 
Я " n zi. 
o bien, teniendo presente la igualdad ud 


Zot y уш 
а Mpe 


m 


Si, eu cambio, yy = 0 (y, por consiguiente, zy = +a). enlonces 
las ecuaciones de las tangenles a la ве se expresan рог r = +a. 
vs decir, en este caso la fórmula (7) queda también en vigor. > 


3.40. Md las ecuaciones de las langentes a la 
à 
elipse + ñ 5 NT que sean paralelas a la recta 3х + 
+ 2y fT o. 
3.41. Escríbanso las ecuaciones de las tangentes a la 


elipse z? + 4y? = 20 que sean perpendiculares a la recta 
22 — 2y — 13 = 0. 


4 n n a 
3.42. Demuéstrese que las tangentes a пра elipse 7;-- 


t 8 = 1, trazadas por los extremos de nn mismo diáme- 
tro, son paralelas. 
3.43. Escríbanse las ecuaciones de Jas tangentes a una 


z 2? 10 5 
elipse wl 1, trazadas desde el punto А Е: +) " 


3.44. En Ja elipse B +5 = 1 hállese un punto AM, 


que sea el más próximo a la recta 2r — 3y -l- 25 = 0, 
eñlese la distancia entre el punto M, y dicha recta. 


y cal- 
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3.45. Demuéstrese que ja tangente a una elipse en un 
punto arbitrario M de ésta forma ángulos iguales cou los 
radios vectores focales F,M у F,M del punto mencionado. 


3.46*. Del foco izquierdo de la clipse 


dirige un rayo de luz que forma con el eje Ox un ángulo 
obtuso о, con la particularidad de que tg æ = —2. Escríbase 
la ecuación de una recta, en la que está situado el rayo re- 
flejado de la clipse. 


Ys "m " z id 
La hirórbola expresada por la ecuación canónica z -5 = 
r 


=1, a, 0 2» 0, tiene la forma expuesto en la [ig. 14. 


Fig. 14 


Los parámetros a y Ë se llaman seniojes de la hipórbola, los puntos 

1 (a, 0) y Ag (a, 0) son los vértices, los ejes de simetria Oz y Oy 

[Hm el nombre de ejes real € imaginario y el centro de simetría 0, 
de centro de la hipérbola. 


b А 
Las rectas y= + son las asiplotas de la hipérbola. 


Los puntos P, (— z. 0) y F, (c, 0), donde c 
denominan focos de la hipérbola, los vectores 7 


dios vectores Jorales y los números г, ]F,M| y гу; 
focales del punto M pestonsejento a la hipérbola. 


Га 12 > 0, se 


El número e=: 


de excentricidad do la hipérbola y sirvo de medida de su eachatamien- 
to». En el caso particular, cuando а = b, la hipérbola se llama eguilá- 
tera; su excentricidad es igual a e = /2, y el ángulo entre las asínto- 
tas es л/2. 
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Se denominan directrices de la hipérbola las rectas D,; z = —а/е 
y Da: z = а/е que son perpendiculares al eje real y pasan а "ja distancia 
ale del centro. 


3.47. Constrúyase una hipérbola 162? — 9y? = 144. Há- 
lense: a) los semiejes; b) las coordenadas de los locos; 
c) la excentricidad; d) Jas ecuaciones de las asíntotas; e) las 
ecuaciones de las directrices. 

3.48. Constrüyase una hipérbola 16:2 — 9y? = —144, 
llamada conjugada de la hipérbola del problema 3.47. 
¿Cuál es el sistema canónico de coordenadas para esta hipér- 
hola? Hállen 

a) los semiejes; b) las coordenadas de los focos; c) la 
excentricidad; d) las ecuaciones de las asíntotas; e) las 
ioues de las directrices. 

3.49. Escríbase la ecuación canónica de la hipérbola, si: 

3; b) b = 4, e = 5; с) e = 3, е = 3/2; 
;e) c = 10 y las ecuaciones de las asínto- 
1) e = 3/2 y la distancia entre las di- 
гесүгї 8/3. 

3.50. Escríbase la ecuación de una hipérbola con los 
semiejes a y b y el centro en el punto C (zo, yo), si se sabe 
que sus ojes real e imaginario son paralelos a los ejes Ол 
y Oy, respectivamente. 

3.51. Establézcase que cada una de las ecuaciones que 
siguen defino una hipérbola, hállense su contro, los semiejes, 
la EDAD las ecuaciones de asíntotas y de directrices: 

a) 162? — 9y? — 64z — 54у — 161 = 0; 

b) 92? — 16y? -+ 902 |- 32у — 367 = 0; 

c) 162? — 9y? — бах — 18y + 199 = 0. 

3.52. Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 

з) Si M (z. y) es un punto arbitrario de la hipérbola 


ecu 


z 1, enlonces los radios focales de este punto son 


ry(M)-—a-ex г, (М) = —a + ez, 
si el punto M se dispone en la rama derecha de la hipérbola, y 
r (M) = —a— ez, ғ (М) = а — ех, 


si este punto se dispone en la rama izquierda. De aquí se 
deduce, en particular, que para todo punto M de la hipérbo- 
la se verifica la igualdad 


Iri (M) — r (М) | = const = 2a. 
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b) Sean dados los puntos P, (—e, 0) y Fa (c, 0), c > 0. 
Entonces el conjunto de puntos W, que satisfacen la condi- 
ción |] FAM | — |F.M | | = const = 2a, a > 0, сз una 
= 1, donde b? = c? — a. 


hipérbola E 


p 
3.53. Demuéstrenso las siguientes afirmaciones: 
2): Si M (2, y) cs un punto arbitrario de la hipérbola 


Ei, rı (М) y rg (M) son los radios focales de 


dicho punto y p (M, D) y р (M, D.) representan las distan- 
cias entre el punto y las directrices, entonces se verifica la 
igualdad 


n(M) | nM) 


P, Dy рм, Dj = const= e. 


b) Sean dados el punto Ё (c, 0) y una recta D: z — d = 
= 0, e> d> 0. Un conjunto de puntos M, que satisfacen 
|FM | 
p (M.D) 
= 1, donde а = de y b? 

3.54. Habiéndose convencido de queel punto M (—5, 9/4) 
2 y 
está situado en la hipérbola ü — $ 1, hállense los 
TAdios focales de este punto y sus dislancias hasta las di- 
reetrices. 


3.55. Hállense los puntos de la hipérbola 5 


se encuentran а la distancia 7 del foco /. 

3.56. Escríbase la ecuación de una hipérbola, si se sabe 
que sus focos son los puntos F;(—3, —4) y 2, (3, 4), 
mientras que la distancia entre las directrices es igual a 3,6. 
3.57. Escríbase la ecuación de una hipérbola, si se saben 
su excentricidad е = }/5, el foco £ —3) la ecuación 
de la directriz correspondiente es 3: — y + 0. 

3.58. Pruébese que la curva, dada por la ecuación ay = 1 
ó y = 1/2, es la hiperbola equilátera. Escríbase su ecuación 
canónica, bállense la excentricidad, los focos y las ecuacio- 
nos de las directrices. 

3.59%. еам Ја ecuación Фе ппа tangente а la 


а condición 
a 


= const = e 2» 1, es una hipérbola 
y 
= 


с? — a. 


hipérbola EB — E = 1 en su punto M, (ro, yo). 
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3.60. Escríbanse las ecuaciones de las tangentes a la 
hipérbola n — Я = 1, paralelas a la recta 102 — Зу + 
+9 = 0. 


3.61. las ecuaciones de las tangentes ala 
hipérbola Em 1, perpendiculares a la recta 42 + 
+ ду — 7 = 0. 

3.62. Demuéstrese que las tangentes a una hipérbola 
z y 


2 ñi 
ua = 4, trazadas por los extremos de un mismo 
diámotro, son paralelas. 

3.63. Escríhanse las ecuaciones de las tangentes trazadas 


desde el punto А (4, —7) a la hipérbola z* — y? = 16 
3.64. Dálleso en la hipérbola 5; — #5 = 1 un punto Mo, 


que sea más próximo a la recta 3z + 2y + 1 = 0, y cal- 
севе la distancia del punto Afo hasta la recta mencionada. 

3.65. Demuéstrese quc la tangente a una hipérbola оп su 
punto arbitrario M forma ángulos iguales con los radios vec- 


tores focales PM y Ё„М de este punto. A 
' 2 
3.66%. Del foco derecho de la hipérbola 5 -—р=! 


se dirige wn rayo de luz que forma con el eje Oz un ángulo @ 
(л <<< 3/2л) con la parti- 
cularidad de que tg a = 2. Es- 
críbase la ecuación de una recta 
en la que se sitúa un rayo refle- 
jado de la hipérbola. 


Una parábola que se expresa раг 
la ecuación canónica yl == 2pz, p > 0, 
tiene una forma expuesta en la 
fig. 15. 

EY número p se denomina pord- 
metro de la parábola, el punto 0 cs 
su vértice y el eje Oz, cl eje de la 
paráhola. 

El punto F(p/2, 0) lleva el 
nombre de foco de la parábola, el 

Vig. 15 vector FM, de radio vector focal y el 
número r=} PAM |, de radio focal 
del punto M de la parábola. 

Se lama directriz de la parábola la recta D: z /2, que es 
perpendicular al eje y pasa a la distancia p/2 del vértic la parábola. 


3.67. Constrúyanse siguientes parábolas y hállense 
los parámetros de ellas; 
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a) у? = bz; b) z*= 5y; с) y? 41; d) z? ГА 

3.68. Escríbase la ecuación de una parábola о vérlice 
se encuentra en cl origen de coordenadas, s abe que: 

a) la parábola se dispone en el semiplano izquierdo, 
Simétricamente respecto al eje Ox y p = 1/2; 

b) la parábola es simétrica respecto al oje Оу y pasa por 
el punto M (á, —8); 

c) el foco de la parábola se ubica en el punto # (0, —3). 

3.69. Escríbase la ecuación de la parábola, si se sabe 
que su vértice se encuentra en el punto А (zo, Yo), el pará- 
metro es igual a p, el eje es paralelo al eje Or y con respecto 
а la recta x = zp la parábola está situada: 

а) en el semiplano derecho; 

b) on el somiplano izquierdo. 

3.70. Establézcase que cada una de las ecuaciones que 
siguen defino una parábola, hállense las coordenadas de su 
vérlice А y la magnitud del parámetro р: 

a) y = áz — 8; b) z* = 2 — y; 

в) y = ¿mt — 8247; d) y = — $2? + 2e — 7; 


e) а= фуу f) z= 2y? — 12y +14. 

8.71. Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 

a) Si M (z, y) os un punto arbitrario de la parábola 
y? = 2pz, r (M) es su radio focal y p (M, D), la distancia 
entre M y la directriz (véase la fig. 15), entonces se verifica 
la igualdad 


r(M) 
оси, D) 


b) Sean dados el punto Р (p/2, 0) y la recta D: z = —p/2. 
Entonces е1 conjunto de puntos M, que satisfacen la condi- 
ción cw = const == 1, es 1а parábola y* — 2pz. 
3.52. Calcúlese el radio focal del punto M de la parábola 

а = [2z, si y (M) = 6. 

3.73. Escríbase la ecuación de una parábola, si se cono- 
cen: 

a) el foco F (4, 3) y la directriz D: y + 1 = 0; 

b) el foco Ё (2, —1) y la directriz D: z — y — 1 = 0. 

3.74. Escríbase la ecuación de una tangento a la parábola 
y? = 2pz en su punto Mo (хо, Yo). 

3.75. Escríbase la ecuación de una tangente a la parábola 
у? = 8x que sea paralela a la recta 22 + 2y — 3 = 0 


=const — 1. 
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3.76. Евсгїһазе la ecuación de una tangento a la parábo- 
Ла 2? = 1бу que sea perpendicular а Ja recta 22 + 4y + 7 = 


3.77. Escribanse las ecuaciones de las tangentes a la 
parábola y* == 36x trazadas desde el punto A (2, 9). 
3.78. Hállese en la parábola y* = 64z un punto Mo, 
que sea el más próximo a la recta 4z + 3y — 14 = 0, y 
calcúlese la distancia entre el punto M, y dicha recta. 
3.79. Denméstrese que la tangente a una parábola en un 
punto arbitrario de ésta M forma ángulos iguales con el 
radio vector focal del punto M y con el rayo que parte del 
punto M y está orientado igual que el eje de la parábola. 
3.80. Del foco de la parábola y? = 12z se dirige un rayo 
de luz que forma con el eje Oz un ángulo agudo œ, siendo 


3 р iA 
(9 = 7. Eseríbase la ecuación de una recta en la que se 


dispone el rayo reflejado de la parábola. 


3, Ecuación de una curva cn el sistema polar de coordenadas. 
Se dice que en на plano queda introducido el sistema polar de coorde- 
nadas (0, u, si vienen dados: 

1) cierto punto О, llamado polo; 

2) cierto rayo и que parte del punto O y se llama eje polar. 

Se denominan coordenadas polares del punto M == 0 dos números: 
el radio polar т(М)== | OM | > 0 y el ángulo polar q (M) al q 
se debe girar el eje u para que su dirección coincida con la del vector 
(en esto caso, como siempre, q (M) > 0, si el giro se realiza en el 
sentido antihorario, y $ (M) < 0, en el caso contrario). La notación 
M (r, 4) significa que el punto M tiene las coordenadas peres r s 

El ángulo polar q (M) tiene una infinidad de valores posibles 
(qne se diferencian uno del otro en una magnitud del tipo 2zn, n € 2). 
El valor del ángulo polar que satisface Ja condición 0 < g < 2л, se 
llama principal. En algunos casos se Пата valor principal del ángulo 
pola [сата руса Фф que satisfacen la condición —x < q < n. 

Supongamos gue en un plano están introducidos e] sistema directo 
de coordenadas rectangulares cartesianas Оту (esto es, un sistema tal 
] giro más corto del eje Oz hacia el Oy se realiza en el sentido 
ihorario) y un sistema polar de coordenadas (0, u), además el eje 
р coincide соп el semieje positivo de abscisas. En tal caso [^ 
relación entro las coordenadas cartesianas y polares de un punto arbitra- 
rio M = О se expresa por las fórmulas 


т=гсозф, gp=rsen фу @ 
"TP, west. 


La ecuación de una curva en coordenadas polares tiene la forma 
F (r, q) = 0, o bien r т (9). Puede obtenerse o bien directamente, 
partiendo de las propiedades geométricas de la curva, o bien pasando 
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a las coordenadas polares en la ecuación de esta recta, dada en las 
coordenadas rectangulares cartesianas. 
кыы 2. Constrüyase una curva dada por la ecuación г =- 
= 6 cos q. 
«€ Índiquemos, ante todo, lo siguiente: si el punto M (r, q) per- 
tenece а la curva dada, entonces para el punto mencionado el cos q = 


= r 2 0, y. por consiguiente, toda la curva está situada en el 


л n 
sector — y < p <> 


Con el fin de construir la curva, pasemos en su ecuación a las 
coordenadas cartesianas. Al multiplicar ambos miembros de la ecua- 
ción r = 6 cos p рог r, obtenemos rè == бт cos g, de donde, en vista 
de las fórmulas del cambio (7), z? + p? = бт, ó (z — 3 -+ y == 9 
De este mado, la curva dada es una circunferencia de radio 3 y el 
centro en el punto Af, cuyas coordenadas son zç = 3, y, = 0, o bien 
re = 3, qo = 0. p> 

®грмр.о 3. Dedúzcase la ecuación de una recta en el sistema polar 
de coordenadas. 

«4 Si la recta L pasa por el polo y su coeficiente angular respecto 
al eje polar es iguala К, entonces la ecuación de esta recta es tg p = К. 

Supongamos ahora que la recta L no pasa por el polo. Escribamos 
la ecuación normal de esta recta en el sistema de coordenadas rectangu- 
lares cartesianas 


z cos a + y cos В — 0 


y pasemos en esta ecuación a Jas coordenadas polares, Obtenemos 
(teniendo presente que cos p = sen a): 


r cos q cos œ + rsen g sen g — p = 0. 


r cos (p — а) = p, 


ЗИРЕ: 289 
cos (p—a) ' 


«сайда de la recta 
п puede obtenerse 
ELE pr, = 


La ecuación (8) es precisamente Ja ecuación 
en el sistema polar de coordenadas. Esta ecuai 
también directamente del siguiente hecho evidente: 
= r cos (g — а) = const = p (lig. 16) > 

EJEMPLO 4. Sea l'una elipse, una rama de la hipérbola o pará- 
hola, sea ¥ el foco de esta curva y D, la directriz correspondiente. 
Dedúzcase la ecuación de la curva T en el sistema polar de coordenadas 
cuyo polo coincide con el foco y el eje polar está orientado igual que 
el eje de la curva (fig. 17). 


44 La propiedad general de la elipse, hipérbela y parábola con- 
siste en lo siguiente (véanse los problemas 3.33, 3.53 y 3.71): 
к S; Dis 
мє <= TO py = соп =, 
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donde e es la excentricidad de la curva (e < 1 para Ja elipse, e > 1 
para la hipérbola y e = 1 para la parábola). 

Designemos mediante p/e la distancia entre el foco y la directriz 
(p es el parámetro de la curva llamado diámetro semifocal). Entonces, 


Vig. 16 Fig. 17 


de la figura 17 so deduce que p (M, E) = гур (M, D) = + + r cos q. 
Sustituyendo estas expresiones en (9), obtenemos 


Ë 
7 =, 
¿eros e 
de donde 
р 
Чг сезт ` (10) 


La ecuación (10) es precisamente la ecuación buscada en el sistema 
polar de coordenadas, común para la elipse, hipérbola y parábola, pe 


Escríbanse las ecuaciones de las curvas dadas en las 
coordenadas polares: 
3 


Escríbanse las ecuaciones de las curvas dadas en las 
coordenadas rectangulares cartesianas y constrúyanse dichas 
Curva 


3.87. r = 5. 3.88. ig p = —1. 3.89. r cos g = 2, 
3.90. ssp 4. 3.91. г= 32 


inferi c] 
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3.92. r= - 8.93. r—2acosg. 


x 
"ES 
3.94. r = 2a sen ç. 3.95. seu q 

3.96. sen r — 1/2. ES 97. ri sen 29 

3.98. r? = a? cos 2q. 

3.99. Escríbanse en las coordenadas polares las сспасіо- 
nes: 

à) de una recta que es perpendicular al eje polar y corta 
en el mismo un segmenlo igual a 3; 

b) de un rayo que parte del polo, formando con el eje 
polar un ángulo igual a 2/3; 

€) de una recta que pasa por el polo y forma eon el eje 
polar un ángulo igual a z/4. 

3.100. Escríbase en las coordenadas polares la oenación 
de una circunferencia, si: 

a) el radio R = 5, la circunferencia pasa por el polo y 
su centro se dispone en el eje polar: 

b) el radio R = 3 y la circunferencia os tangento on el 
polo al eje polar. 

3.101. Determínense las coordenadas polares del centro 
y el radio de cada una de las siguientes circunferencias: 

а) r = 4 cos q; b) r= 3son q; с) ғ = —5 son q; 


d) r= бов (--.— 9): о) r=8sen (»= 


223. 


f) r=8sen (5-0) T 


3.102. Dedúzcase en el sistema polar de coordenadas la 
ecuación de una circunferencia de radio R, con el centro en 
el punto С (ro, Qo). 


3.103. Escríbase la ecuación polar para la elipse =+ 
-- = 1, considerando que el eje polar está orientado igwal 


que el eje de abscisas, mientras que el polo se encuentra: 
a) en el foco izquierdo; b) en el foco derecho. 


3.104. Escríbase la ecuación polat para la rama derecha 


de la hipérbola 7 z- = 1, considerando que el eje polar 


9 
está orientado igual que el de abscisas, mientras que el 
polo se halla: 

a) en el foco izquierdo; b) en cl foco derecho. 
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3.105. Escríbase la ecuación polar para la parábola y? = 
= бу, considerando que el eje polar está orientado igual que 
el eje de abscisas y el polo se encuentra en el foco de la pará- 
bola. 

3.106. Escríbanse las ecuaciones canónicas de las si- 
guientes curvas de segundo orden: 

9 
а) г= — 3 ; b) r= 


DA cos 


9 4 3 
E 


3.107. Dedúzcaso la ecuación polar de la elipse 22 + 


4 a condición de que el eje polar ticno la misma 


dirección que cl eje Oz y el polo se encuentra en el centro de 
la elipse. 

3.108. Dedúzcase la ecuación polar de la hipérbola 

2 2 

5 _ = 1 a condición de que el eje polar está oriontado 
igual que el eje Oz y el polo se encuentra en ol centro do la 
hipérbola. 

3.109. Dedúzcase la ecuación polar do la parábola y* = 
— 2pz a condición de que el eje polar está orientado igual 
quo el eje Ox y ol polo se encuentra en el vértice de la pará- 
bola. 


4. Ecuaciones paramétricas de una curva. Sean dados las 
funciones q (t) y p (£), continuas en cierto intervalo 1 del eje numérico 
(I puede ser representado por el intervalo P 0), el segmento [а, b| 
y también por uno de Jos semiintervalos (a, b] o bien fa, b), además no 
se excluyen los casos en que а = —oo y/o b = --оо). Las ecuaciones 


z=, y-w( 1€l (10) 


se denominan ecuaciones paramétricas de la curva T en el sistema de 
coordenadas rectangulares cartesianas, siempre que se cumple la 
siguiente condición: para todo valor del parámetro £ € I el punto 
M ( (D, р (0) pertenece a la curva Г, y, viceversa, para todo punto 
М (e, y) de la curva T existe tal valor del parámetro z € I que z = 
= q (Ü) e y = (1). Eliminando el parámetro t de las ecuaciones 
(£0), podemos representar la ecuación de la curva en la forma F (z, y) = 


Análogamente se determinan las ecuaciones paramétricas de la 
curva en coordenadas polares. š 
EjEMPLO 5. Muéstrese que las ecuaciones paramétricas 


z=acost, y=aesent, t€[0, 2n), 
definen Ja circunferencia 22 + y? = at. 
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44 Si el punto M (z, y) es tal que z = a cos £ е y = a sen f para 
cierto valor de + € |0, 2л), entonces 


EN 


es decir, el punto A (z, y) pertenece а la circunferencia a? ++ y? = añ. 
Lo recíproco es también cierto: si el punto 37 (z, y) pertenece а la 


ах eos? t + u? sen? 


circunferencia a? + y? = а, entonces poniendo t= (OM, i), t€ 
Є[0, 2n), oblendremos т = «cos? e y = asen t. P 

EJEMPLO 6. La curva P viene dada por la ecuación polar r = 
= 2R sen q. Fórmense Jas ecuaciones paramétricas de esta curva en 
las coordenadas polares y rectangulares cartesianas, tomando a titulo 
de parámetro el ángulo polar @. 
о es difícil convencerse de que la curva dada es nya cireun- 
ferencia de radio R, con el centro en el punto С (0, 72). Las ecuaciones 
paramétricas de esta curva en coordenadas polares son: 


г= 28006, p=1 1600, m). 


Las ecuaciones paramétricas en las coordenadas rectangulares 
cartesianas se obtienen, si en las fórmulas del cambio z = r cos q, 
Y sen g sustituimos r y ф por sus expresiones en forma de las 
anejones del parámetro £. Como resultado obtendremos; 


z = r (1) cos q (1) = H sen 2t, 
y = r (0) sen q (1) = R (t — cos 2), 2610, л). P> 
3.110. El rayo T —((z y) Iz —9y--1—0, y >0) 
tiene por origen cl punto Ma(—4, 0) (icompruébese!). 


Fórmense las ecuaciones paramétricas de este rayo, tomando 
a título de parámetro: 

a) la abscisa x; b) la ordenada y; 

€) la distancia p (M, Ma) entre el punto MEF y cl 
vértice Ma dol rayo; 

d) el ángulo polar, si el polo coincide con cl origen de 
coordenadas y el eje polar está orientado igual que el eje Ox. 

3.111. Fórmense las ecuaciones paramétricas de un seg- 
mento cuyos extremos son los puntos ЛГ, (t, 1) y AT, (2, 3), 
tomando a título de parámetro: 

a) la distancia p (M, Mi); b) la distancia p (M, Ma). 

3.112. Fórmense las ecuaciones paramétricas de una cir- 
cunferencía de radio R, con el centro en el punto Mo (zo, Yo), 
tomando a título de parámetro ё el ángulo entre el eje Ол 
y el vector MM, calculado en sentido antihorario. 

3.313. Fórmense las ecuaciones paramótricas de la cir- 
cunferencia z? + y? = 21iz, tomando а título de parámetro 
el ángulo polar, si el eje polar está orientado igual que ol 
eje Oz, y el polo se encuentra: 
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а) еп el origen de coordenadas; b) en el centro do la 
circunferencia. 

En los problem: 114—3.122 se pide hallar, eliminando 
el parámetro £, las ecuaciones de las curvas dadas en la forma 
F (e, y) — O y construir dichas curvas. 

3.144. z - —1 + 23t, y = 2 — t, 1Є(—оо, +00). 


3.115. #— 23 4. y=t-=4, € (—o0, +00) 
3.116. A + 2 cos 4, у = 3 + 2 sen £, 1 € [0, 2л). 
3.117. x = a cos €, y = bsen t, CCIO, 2x). 

3.118. 12250 у= —1 lgt, РЄ (—n/2, 0/9) 


3419.2. (eT) sz (1-5), 1€(0, +00). 
3.120. x — 2R cos? t, у = R sen 2t, t € (—n/2, x/2). 
3.121. х=: R sen 2t, y R sen? t, t € (0, л). 
3.122., z = 2p ctg? t, y = 2p ctg t, t € (0, л/2]. 
3.123. Fórmense las ecuaciones paramótricas de la olipse 
=, y 
rax 
formado por el eje Ох y el radio vector ÖM y calculado en 
el sentido antihorario. 
3.124. Fórmense las ecuaciones paramétricas de Ja hipér- 


bola 75 — b 
ángulo entre el eje Oz y el radio vector OM, calculado en el 
sentido antihorario. 

3.125. Fórmense las ecuaciones paramétricas de la pará- 
bola y? = 2px, tomando a título de parámetro: 

a) la ordenada y: 

b) el ángulo entre el eje Oz y el vector OM calentado en 
‚1 sentido antihorario. 

c) el ángulo entre el eje Oz y el radio vector focal PM 
calculado en el sentido antihorario. 


= 1, tomando a título de parámetro # el ángulo 


= 1, tomando a título do parámetro £ ol 


5, Algunas curvas que se encuentran en las matemát 
sus aplicaciones. En este punto que lleva un carácter inform: 
aducen unas ecuaciones y se indican las propiedades geométricas fun- 
damentales de una serie de curvas especiales (algebraicas y trascenden- 
tes) que se encuentran en los cálculos prácticos de ingeniería. La deduc- 
ción de las ecuaciones de dichas curvas puede ofrocerse a título de 
as de dificultad algo elevada al estudiar el curso de geometría 

El estudio bastante detallado de la forma de las curvas 
lizarse con ayuda de los métodos aceptados en el cálculo 
1. 


puede 
dilere 
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1. Espiralar espiral de Arquímedes r = ap (lìg. 18), espiral hiper- 
" dig. 20; 


Gra 


Fig. 18 Fig. 19 


Васа r =È (fig. 19), espiral logarítmica r= o а flecha 


indica hh dirección de recorrido de la curva correspondiente al creci- 
ento de @. 

Lemniscala de Bernoulli (z? 4 y*) = 2a? (et — y?) (fig. 21) 
о bien rž = 2a? cos 24: (el polo se sitúa en el punto 0). La propiedad 


nrmeterístiea: EAM [4E KaM | = const = al, donde Ау (а, O 


2H dg p sen Q 
(el polo se sitña en el punto 0). La promos s caracteristica es: para 
todo rayo que parte del punto O se tiene | OM 

Concotde y? E (z + а} (t — БӘ = б (fix 


23), о bien r= 


propiedad е 


se tiene 


trolde x? (Cn | ay Lia 24), 0 bien r - 


a 
к= — == a be gy (el polo 

= =" U$ 9 (rl po 
característica para todo cayo que parte del punto А (<a, 0) se 
tiene | BM IL 1 BN | 081. 


situado en el punto A). La propiedad 


10 


Ú, Caracol de Pascal (1è q y? — Last = h (a + y?) (fig. 25), 
o bien r <= 2a eos q + b (el polo se ha situado en el punto 0). La pro- 
piedad característica e 4 Lodo rayo 
que parte del punto O sí IBM | = 
BN | = const = b. 


7. Hosácea de cuatro pétalos (93. |- 
Py pcd (бш. 26), o bien r al 
sen 2q| (el polo se ha s 
punto 0). La propiedad caract: 
todo punto A7 de esta 
hase de la perpendien 
el origen de coordena 


Y 


s} 


Fig.21 Fige 22 
[A B] de longitud constante 2a, ei 
extremos siempre se encuentran en los ejes coordenados. 

slrvide r -= acos t, y = a sent 1, ¿€ 10, Эл). o bien AL 
e yan = a?" (fig. 27). La propiedad caracteristica es: Lodo punto M 


yA 


] cual se destiza de tal manera que sus 


Fig. :3 Vig. 24 


alar | PM] al segmento [AB 
manera que sus extremos 
icdenados. 


de esta enrva os Ja baso de una perpen 
de longitud constante que se despla; 
siempre se encuentran en los ejes е 


118 


9. Euvulvente de la circunferencia x = а (cost Lsen 1), y = 
a (sen t — ¿eos 1), t € 10, 09) (fig, 28). La propiedad cacacteristà 
es; cada punto M de esta eurva es el extremo de un hilo el cual, quedan- 
do siempre tenso, se desenrolla de la circunferencia +° É y? = 02 


(en el instante inicial el extremo del hilo se encuentra en el punto 
А (a, 0). 

10. Cicloidex — a (| — sen D), y = a (1 — cos t), 1 € (—оо, —00) 
(fig. 29). La prepiedad caracteristica es: la curva coincide con la 


y 
| ÓN 
Ta 
0 E 
Fig. 32 Fig. 33 


trayectoria del punto 34 de una circunferencia de radio a, ln cual rueda. 
sin deslizamiento, por el eje Oz (on el instante inicial el punto M 
se encuentra en el origen de coordenadas). 


-h 


11. Epicicloide г (а ! b} cost —a cos EE} t, y= (a-t) sent— 


—asen 5.5 4, (cq, cc) (fig. 30). La propiedad característica es: 
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la curva coincide con la trayectoria del punto W de una circuuferencia 
de radio a, la cual rueda sin deslizamiento por la circunferencia 
22 Loy? = b?, quedando siempre fuera de ésta (en el instante inicial 
ol punto M se encuentra en la posición A (5. 0)). En el caso particular, 
cuando a = b, la curva correspondiente recibe el nombre de cardioide. 


42, Jl'ipocieloide x=(b—a) cos t4 a cos + 


b—a 

а 
la curva coincide con Ја traectoria del punto M do una circunferoncia 
de radio a, la cual rueda sin deslizamionlo por la circunferencia 


ad y (0— а) воп t— 


—asen t, t€ [0, оо) (fig. 31). La propiedad característica оз: 


тзу+а=0 


Fig. 34 Fig. 35 


2% y? = М, quedando siempre en el interior de Ja misma (en el 
instante inicial el punto M ве encuentra en la posición A (b, 0)). Em. 
el caso particular, cuando a = 5/4, esta curva coincide con la astroide. 


13. Parábola semicúbica y? = ax (fig. 32). 
14. Parábola de bucle ар == z (т — aj! (fig. 38). 
5 7 iy————r i 

15. Curva de Agnesi y—— qzr (fig. 34). 


16. Folio de Descartes z -- P— Заху — 0 (ig. 35). 


$ 4. Superlicies y curvas en el espacio 


1. Ecuaciones de la superficie y de la curva en el sistema de coor- 
denadas rectangulares cartesianas, Se dice que la superficie S en el 
sistema de coordenadas (Угуз tiene Ja ecuación 


=0, (0 
e condición: el punta M (z, m, z) pertenece a 
la superficie S cuando, y sólo cuando, sus coordenadas +, y y ¿satisfacen 
la relación (1). Si, en particular, # (>, y. 2) = f (z, y) - ecuación 
(n puede ser escrita en la forma 


z: f (z, Y, (2 
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Fr. y. 


si so cumple la siguien 


y en este caso la superficie S coincide con la gráfica de la función 
de dos variables / (z, у). 

La curva Г en el espacio so define, en el caso general, como una 
línea de intersección de ciertas superficies S, y S, (definidas de manera 
no unfvoca). es decir, prefijando un sistema de dos ecuaciones 


Friz, y, 2) = 0, F, (z, y z) = 0. (3) 


ЕзЕмр 1. Dedüzeose la ecuación de una superficie, cada punto 
SIM es dos veces más próximo al punto A (2, 0, 0) que al punto 
B (—4, 0, 0). 

< SiS cs la superficie definida por las condiciones del problema, 
entonces M (z, y, z) € $ cuando, y sólo cuando, p (M, B) = 20 (M, А) 
o bien 


Ити зу аруса. 
De aquí obtenemos 
(rA pata 4 (x — 2P yt + 2), 
Ba? ~ 24r + 3y? + 322 = 
» bien, formando nn cuadrado perfecto en los sumandos que contienen z, 
(c — AP + 5-4-5 = 16. (4) 
La ecuación (4) es precisamente la ecuación buscada de la super- 
ficio. Do esta ecuación se ve que la superficie dada S es una esfera de 


radio 4, con el centro en el punto M, (4, 0, 0). >» 


EJFMPLo 2. Investíguese la forma de la curva Г, dada por las 
ecuaciones 


| m ° 


Determínese la forma de su proyección sobre el plano Оху 

< La curva T viene dada como una línea do intorsección do la 
esfera (2 -- 1)# | y? + 22 == 36 con el plano y + z = 0, y, por consi- 
инеше, e: cunferoncia. Como el co ro de la esfera Ç (1, 0, 0) 
ве encuen el plano de la sección y + 0, el centro de la cir- 
cunferencia coincide con el punto C y su radio es igual al de la esfera, 
es decir, а R = 4. 

Establezeamos la forma de la proyección de la circunferencia T 
sobre el plano Oxy. Eliminando z del sistema (5), obtenemos 


una 


Es 2 
(r— t-i 29 30, o bien © =. +Ë = 1, De aquí que la 
оз ejes principales están orientados 
Or y Oy. el contro se encuentra en el punto C' (1, 0) 


na=6.1=3/Z фә» 


proyección buscada es una elipse 
igual que los ej 
y los semiejes s 


Establézcase qué imágenes geométricas se definen por las 
ecuaciones dada 

4.1.2425 —0. 4.2. х—2у-- z — 1 = 0. 

4.8. а? 4- y? + 22 — 4. 4.4. (z — 2)% + y + (241) = 


22% + y? + 322 = 0. 4.6. z? 4- 422 = 0. 

lai 2° + 222--7 = 0. 4.8. х? — Az = 0. 
zz = 0. 4.10. zyz = 0. 

. 11. 22 — 4z = 0. 4.12. zy — y? = 0. 

4.13. Dodúzcase la ecuación de una superficie, para la 
cual la diferencia cntro los cuadrados de las distancias de 
cada punto de la superficie hasta los puntos F; (2, 3, —5) 
y F¿(Q, —7, —5) es igual a 13. 

4.14: Dedúzcase la ecuación de una suporficie, para la 
cual la suma de los cuadrados de las distancias de cada pun- 
io de la superficie hasta los puntos F, (—a, 0, 0) y 
Г, (а, 0, 0) es igual al número constante 4a?. 

4.15. Dedúzcase la ecuación de una superficie, para la 
cual la suma de las distancias entre cualquier punto de la 
superficie y los puntos P,(0, 0, —4) y Е, (0, 0, 4) es 
igual a 10. 

4.16. Dedúzcase la ecuación do la superficie, para la 
cual el módulo de la diferencia entre las distancias de cada 
punto de la superficie hasta los puntos F, (0, —5, 0) y 
PF¿(0, 5, 0) es igual a 6 

4.17. Establézcase que cada una de las ecuaciones que 
siguen definen una esfera, hállese su centro С y el radio R: 

a) a? + y? + z? — 6z = 0; 

b) £? |- y? jk 3% — ár — 2y + 2z — 19 = 0. 

4.18. Fórmese la ecuación de una esfera en cada uno de 
los siguientes casos (designaciones: C es el centro de la esfera, 
R es ol radio, M, Mj, My, M; son los puntos en la esfera): 

a) C (—1, 2, 0), М = 2; b) M (2, —1, —3), € (3, —2, 1); 

c) M, (2, —3,5) y M. (4, 1, —3) son los extremos del 
diámetro de 1а esfera; 

d) C (2, —5, —2), el plano 2z — y — 32 | И = 0 es 
tangente a la esfera; 

e) М, (3, 1, —3), Mal-2,4, 1), M,(—5, 0, 0), 
CEP: 2e+y—z243=0. 

4.19. Fórmese la ecuación de una esfera cuyo centro se 
ubica оп la recta 


| 2z -4у—2— 1:0, 
4r4 9yg--z- 44-0 


y que toca los planos z + 2y — 22 — 2 = 0 y z + 2g — 
— 2z + á = 0. 
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4.20. Fórmese la ecuación de una esfera inserita en un 
tetraedro formado por los planos 


За 2y +6z—8=0, 2—0,y —0,2—0 


4.21. Vórmense las ecuaciones paramótricas del diámetro 
de una esfera 22 + y? + z* — 2e — бу + z — 11 = 0, que 
sen perpendicular al plano 5z — у + 22 — 17 = 0. 

4.22. En la esfera (z — 1)? + (y + 2)? + (2 — 3} = 
== 25 hálleso un punto M, que sea el más próximo al plano 
Зу — áz + 19 = 0 y calcúlese la distoncia de este punto 
hasta el plano. 

4.23. Determínese la disposición de un plano respecto 
de wna esfera (la corta, es tangente a ella o pasa fucra do ella), 
si el plano y la esfera se han dado por las ecuaciones: , 

5 


a) z = 3, ж 2 J- z? — б> + 2y — 10z -L 22 
b) y = 1. а + y? + z* + áz — 2y — 62 + 14 ; 
c) а= 5, a? + y* +z? — 2x + 4у — 22 — 4 = 0. 
4.24. Estab зо qué curvas se definen por las siguien- 
tes ecuaciones 
r—5=0, 224 yi 22=49, 
| ыз 9 per. 


y |-1®--44- 25-0. 
4.25. Hállense el centro y el radio de una circunferencia: 


22 22 = 10у, 
a) | z L 2y j 22 —19=0; 
(—3 Ey - 92 + (a — 12 = 100, 
» | da —2y—21 9 0. 
El centro de una cirennferencia es la proyección del centro 
de la esfera sobre el plano 
4.26. Jlállese ión sobre el plano 2 == 0 de la 


= 4 (z — 2y — 22) por 
y que es per- 


n de la ra a+ y* d 
nn plano que pasa por el centro de la esfera 
pendicular a la recta z -- 0, y + z = 0. 
4.27. Los puntos 4 (3, —2, 5), y B (21, 6, —3) son 
los extremos del diámetro de una circunferencia que pasa 
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por cl punto C (1, —4, 1). Fórmense las ecuaciones de esta 
circunferoncia. 

4.28. Fórmense las cenaciones de una circunferencia que 
pasa por los tres puntos М, (3, —1, —2). Ma (1, 1, --2) 
y M, (—1, 3, 0). 

2, Superficies algebraicas de segundo grado. Se llama superficie 


algebraica de segundo grado la superficie 5 cuya ecuación en el sistema 
de coordenadas rectan s cartesianas tiene la forma 


Ag + Bg С A Day 


2Ezz + 2Ёуг | Gr | Hu —did- K = 
= 0, (6) 


segundo orden son 
ía una superficie 


donde no todos le 
iguales а cero simul 
algebraica de primer orden, es deci 

Puede resultar que la ecuación (6) de 
degenerada (nn conjnuto vacío, un punto, 


'velicientes de los términos d 
áncamente (de lo contrario, & 

un plano). 
а así llamada super 
plano, un par de planos, 


а) 5) 
Fig. 36 Fig. 37 


una recta). Si, en cambio, la superficie es regular, entonces transfor- 
mando el sistema de coordenadas rectangulares cartesianas, su ecuación 
(6) puede ser reducida a nna de las siguientes formas que se llaman 


canónicas y que determinan el tipo de superficie. 
" Р. Ed jè Сш T д 
4. Elipsoide: p Ge (fig 36). 
2. Hiperboloide 
" 
а) de una hoja: ES (fig. 37. ay: 
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h) de dos horas: (fig. 37, &). 


3. Cono de segundo grado: (fig. 38). 
4. Parabolvide 


a) eliptiro: (fig. 34, а); 


b) hiperbilico: 


Cilindro de segundo grado 


(fig. 40, а); 


a) elíptico: 


(ig. 40, 0; 


b) hiperbólico: 


c) parabólico: y? — 2pz, pz» 0 — (fig. 40,0). _ 
Los métodos generales de reducción de la ecuación (6) a una 
forma canónica se apoyan en la teoría de Jas formas cuadráticas y se 


Fig Fig. 39 


examinan en el p. 4, $3, cap. 4. El objetivo del punto presente consiste 


on el estudio de las propiedades geométricas fundamentales de las 
superticics regulares de segundo grado sobre la base de sus ecuaciones 
canónicas. 


incipal para investigar las formas de las superficies 
según sn ecuación es el de secciones. 

Investíguese mediante cl método de secciones la forma 
» una superficie dada por la ecuae 


= (E). 


12 


44 Еп la sección de la superficie por un plano horizontal z = h 
tenemos una curva Гу cuya proyección sobre el plano Ozy se define 
por la ecuación 


o hien 


а y 
1635 @ 


La ecuación (8) no tiene, para h > 2, soluciones con relación a (z, у). 
Esto significa que la sección correspondiente está vacía, es decir, la 


Fig. 40 


superficie en consideración se dispone íntegramente por debajo del 
plano z = 2, Cuando h < 2, Ja ecuación (8) define una elipse cuyos 
semiejes son a = 4 y 2 — k y b = 5 V2 — h, que se degouera en ol 
pae z para л = 2. 
bservemos que todas las elipses 
ue se obtienen en las secciones 
e la superficie por los planos 
ж == h < 2 son semejantes entre sí 


decreciendo, sus semiejes crecen 


de manera monótona e indelenida. EA 


deos 
La información obtenida es su- equi 9277 

ficionte para que se pueda construir " ! M 

un croquis de la superficie. La pre-  9*6(2zh y?=25(2-2) 


cisión ulterior de su forma puede 
obtenerse al considerar las secciones 
mediante planos coordenados (zz 
Y Oyz. La sección del plano Ozz: у = 0 nos da una curva s 
= 16 (2 — 2), es decir. una parábola de parámetro p = 8, con el убн 
ce en el punto + - 0, z — 2 y las ramas dirigidas al lado del decreci 
miento de los valores z. Por fin, la sección del plano Oyz: s == 0 da la 
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Fig. 41 


parábola y? = 25 (2 — 2) de parámetro p= 2? , con el vértice en ol 


punto y = 0, z= 2 y las ramas de dirección análoga. 

La investigación realizada permite, ahora, exponer detalladamen- 
te la superficie dada (fig. 41). 
perficie dada es un paraboloide elíptico. La transformación 
de las coordenadas 


(que se reduce al desplazamiento del origen en el punto (0, 0, 2), que 
constituye el vértice del paraboloide, y а la inversión de la dirección 
del eje Oz) conduce su ecuación inicial (7) a la forma canónica 


(e 


» (9) 


Establézease el tipo de superficies dadas y constrüyan- 
se éstas: 


a i a £o yg ox 
4.29. + 4.30. 11177 85 =1. 
4.31. а-у z* = —1. 4.32. 22 — 2%. 

4.38. 2% + у? == 2az, а s= 0. 4.34. x? — y? = 2az, a s= 


= 0. 
4.35. 22 


. 22 = 242, a >= Ü. 


437. 224 hos 438. EL 8s. 


4.89. x? -- y* — 22 = 4. 4.40. а — g? + z* 4-4 = 0. 

4.44%, Demuéstrese que la ecuación 22 = zy define un 
cono con vértice en el origen de coordenadas. 

4.42*. Demuéstrese que la ecuación z = zy define un 
paraboloide hiperbólico. 

4.49. Denomínense y constrúyanse las superficies: 

а) 2% + 2yz; b) s — a = ay. 

4.44. Fórmense las ecuaciones de las proyecciones sobre 
los planos coordenados de la sección de un paraboloide clíp- 
tico y? + z? = л obtenida al cortarlo por el plano 2 +- 2y — 
—z-—0. 

4.45. Establézcaso cuáles de las curvas se definen por 
las ecuaciones siguientes: 

22 _ ue _> 
(qf 


x—2y4-2=0. 
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4.46. Hállense los puntos de intersección de Ja superficie 
con una recta: 


© Ыр! › 


€ Разезо а las ecuaciones paramétricas de la re 


4.47. Demuéstrese que en cada uno de los casos que vie- 
nen más abajo la superficie y el plano dados tienen un punto 
común; hállense las coordenadas de este punto: 


a) EL =, 2z—2y—2—10-0; 
№ iiei, Бе 225-0; 


a a 
J Р =i, 4z—3y+12z—54=0. 


4.48. Demuéstrese que el plano 2z — 12y — z + 16 = 0 
corta el paraboloide hiperbólico z? — 4y? = 2z a lo largo 
de las generatrices rectilíneas (es decir, de las rectas sitwa- 
das íntegramente en dicha superficie). Fórmenso las ecua- 
ciones de las generatrices mencionadas. 

4.49. Demuéstrese que el plano 4z — 5y — 102 — 20 = 

" " 
= 0 corta el hiperboloide de una hoja * + PS — = =a 
lo largo de las generatrices rectilíneas. Fórmenso las ccua- 
ciones de estas generatrices. 


3. Clasificación dejlas superficies según el tipo de transformacio- 
nes de la simetría. Segun sea el tipo de simetría, se pueden distinguir 
tres clases de superficies: cilíndricas, cónicas y superficies de revolu- 
ción. 

Se denomina spriin cilíndrica (cilindro) la superficie invariante 
respecto a las transiormaciones del traslado paralelo 7 (tg), determi- 
nadas por cualquier vector colineal a cierto vector q (2, n, п). Do esta 
definición proviene que si el punto M, (ze, yo, 20) pertenece al cilindro 
S, entonces toda la recta === се - LA , también per- 
tenece a este cilindro. 

Se ha adoptado la siguiente torminología: toda recta colincal res- 
pecto del vector q (1, m, n) se denomina eje del cilindro 5; las rectas 


zoak ==, Mo (zo Yo, ч) € S, pertonecientes ínto- 
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gramente al cilindro, so llaman generatrices del cilindro; toda curva Г 
que se dispone en el cilindro y corta todas sus generatrices se llama 
directriz de este cilindro. 

Sca q (f, m, n) un vector cualquiera colineal respecto del ojo del 
cilindro 5, mientras que la directriz Г está dada por las ecuaciones 


Fi y 2) = 0, F,(z, y s) = 0. 


Ll punto M (z, y, z) pertenece al cilindro 5 cuando, y sólo cuando, 
existe Lal número ¿ que el punto de coordenadas z+ t, y -+ tm, 
z+ tn se sitúa on la generatriz T, es decir, 


{ P (z-F tl yu tn) = 0, 
Светата (10) 


Eliminando cl parámetro £ del sistema (10), obtendremos la relación 
dol tipo £ (z, y, z) = 0, la cual será precisamente la ecuación del cilin- 


dro dado. 
EJEMPLO 4. lscríbaso la ecuación de un cilindro cuyo eje coincide 
con el eje coordinado Oz y la directriz уіспе dada por las ecuaciones 


P(y-0 s—A=0. 


«Suponiendo q = k (0, 0, 1), obtendremos el sistema (10) en lu 
forma F (2, y) = 0, z-| £ — А = 0. Este resultado implica que el 
punto M (т, y, 2) pertenece al cilindro cuando, y sólo cuando, sus 
coordenadas z e y satisfacen la ecuación F (z, y) = 0 para un valor 
arbitrario de la coordenada z. Por consiguiente, la ecuación F (z, y) = 
= 0, que describo la фун do la directriz sobre el plano Ozy 
es precisamente la ecuación del cilindro dado. p» 


Constrúyanse las superficies cilíndricas dadas; 

450. 94 2=4. 45 iR md 

4.52. z? + y? = az. 4.53. z* = 6z. 4.54. z = 4 — z, 

4.55. z? — ту = 0. 4.56. 22 — z? = 0. 

4.57. у? + 24% = 0. 4.58. zz = 4. 4.59. у? + z* = —. 

4.60. Fórmense las ecuaciones de tres superficies cilíndri- 
cas descritas alrededor de la esfera z? + y? -+ z? — 2az = 0 
con los ejes paralelos a) al eje Oz; b) al eje Oy; c) al eje Oz, 


respectivamente. 
4.61. Hállese la ecuación de un cilindro que proyecta 


la circunferencia 
Pe (y + 2)* - (2— 1)? —25, 
I P4y42=16 


sobre los planos: a) Oxy; b) Ozz; с) Oyz. 
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4.62. Hálleso la ecuación de la proyeceión de la cir- 
cunferencia 


I (¿+ 1-2) (2—2) =30, 
t+ (у. 2) (2— 1)2= 25 


sobre los planos: а) Оху; b) Ozz; c) Oyz. 

4.63. Fórmese la ecuación de una superficie cada punto 
de la cual es equidistante de la recta z = a, y = 0 y el 
plano Oyz. Constrüyase esta superficie. 

4.64. Fórmese la ecuación de un cilindro, si: 

а) el eje es colineal al vector q (1, 2, 3) y la directriz 
viene definida por las ecuaciones y? = 42, z = 0; 

b) ol eje es colineal al vector g (1, 1, 1) y la directriz 
viene definida por las ocuaciones z? -|- y? = 4z, 2 = 0. 

4.65. Una esfera z? + y? -+ 2? == 42 está iluminada por 
unos rayos paralelos a la recta z == 0, y = z. Hállese la 
forma de la sombra de la esfera sobre el plano Озу. 

4.66. Constrúyase un cuerpo limitado por las superficies 
y? = z, z = 0,2 = 4, т = 4, y escríbase la ecuación de la 
diagonal de la cara situada en ol plano z — 4. 


So denomina superficie cónica (cono) la superficie invariante respec- 
to a las transformaciones de la homotecia /T (k, My) con un coeficiente 
arbitrario & y el centro en cierto punto AM, (zo, yo, zo) llamado vértice 
del cono. De esta definición proviene que si el punto M, (21, yr, zi) 
pertenece al coro, entonces toda recta E 000 A que 

PR 345p mn A 
pasa por este punto y el vértice M, р} дача lama generatriz del 
cono, se sitúa íntegramente en el cono. Toda recta Г, que se dispone 
en el cono y que corta todas las generatrices do ésto se 
de este cono. 

Sea dado un cono 5 cuyo vértice es Mo (zo, yo, Zo) y la directriz 
se expresa por las ecuaciones 


Ру (ж, у, 2) = 0, P,(z, y, z) = 0. 


lama directriz 


El punto M (z, y, z) pertenece al cono 5 cuando, y sólo cuando, existe 
un nümoro f tal que un punto con las coordenadas z -t t(x — zy), 
y + t(y — yo), z + t (z — zo) se sitúa en la generatriz l’, es decir, 


FG 30), ytty) 200—4) = (19) 
Б, (#+4(@—), и) -tt a) = 0. 


Eliminando cl parámetro t del sistema (11), obtendremos la ecuación 
del cono en la forma F (z, y, z) — 0. 

EJEMPLO 5. Escríbase la ecuación de un cono cuyo vértice se 
encuentra en el punto M, (zo, Yo» zy) y la directriz viene dada por las 
ecuaciones F(z, y) = 0, z— h = 0. 
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4 El sistema (И) toma en estas condiciones la forma siguiente 
F(rt—z). 04-2 (0—50) =0, 


241 (3—2)—h= 
Do la segunda ecuación tenemos pe В. 8) 66) 
2—15 222, 


==, lo que, а] realizar la sustitución en la primera 


ecuación, nos da 
F (ь+%—) 


La ecuación (12) es precisamente la ecuación del cono dado. En 
un caso particular, cuando zp = уо = zo = 0 (el vértice del cono 
i тазда en el origen de coordenadas), la ecuación del cono adquiere 

orma 


2—2 
1—10 


*, ро) 008) =0. 02) 


F z, һ®}=о. a3 


Observemos que la ecuación (13) es homogénea respecto de z, y y z 
(es decir, no varía cuando z, y y 2 зө sustituyen por tz, ty у tz para 
t 5 0 arbitrario), mientras que la ecuación (12) өз homogénea respecto 
de z— Zo, Y — Yo Y 2— Zo De 


4.67. Supongamos que la función de tres variables 

Е (e, y, z) os homogénea respecto de z, y y 2, es decir, 
V t 039 € R (F (tz, ty, tz) = РР (z, y, 2)- 

Muéstreso que la ecuación F (z, y, z) = 0 defino un cono 
con vértice en el origen de coordenadas, con la particulari- 
dad de que la curva 

z y = 
Ph 3-,1)=0, s—h=0 
es su directriz, cualquiera que sea Л. 

4.68. Fórmese la ecuación de un cono cuyo vértice se 
ubica en el origen de coordenadas y la directriz viene dada 
por las ecuaciones: 

T Pe | a+ (y — G9 t = 25, 


2=h; y=3; 
MOL j peas 
#=a y—i+1=0. 


Constrúyanse los conos correspondientes. 
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4.69. Fórmese la ecuación de un cono, si están dadas las 
coordenadas del vértice Mo y las ecuaciones de la directriz: 

а) Mo (0, —a, 0), z? = 2ру, z = h; 

з a 

b) М,(0, 0, 9, Z+ =l, z=0; 

с) М, (0, —a, 0), z? + y? + 22 = aš, y + z = a; 

d) Mo (8, —1, —2), z? + y? — 2° = 1, z — y + z=0. 
Constrúyanse los conos correspondientes. 

4.70. Constrúyase un cono, determínensc su vértice y la 
directriz en el plano 2 = А, si el cono está dado por la ecua- 
ción 

а) x? + (y — h)? — 22 = 0; b) z? = 2yz. 

4.71. Fórmese la ecuación de un cono circular, para о} 
cual los ejes coordenados sirven de generatrices. 

4.72. Fórmense las ecuaciones de las proyecciones de 
una línea de intersección de la esfera z? -+ у? + 2° = а? 
соп el cono z? + y? — z*— 0 sobre los ejes coordenados: 

а) Оту; b) Ozz; c) Oyz. 

4.73. Una fuente de luz que se encuentra en cl punto 
Мо (5, 0, 0) ilumina la esfera x* + y? + 2% = 9. Hállese 
la forma de la sombra en el plano Oyz. 


Se denomina superficie de revolución una superficie invariante 
respecto de los giros R (q, n) en cualquier ángulo q en torno a cierto 
En fijo и. Esta superficie puede 
obtenerse por revolución en torno al 
eje и do una curva que se consigue 
en la sección de la superficie por 
cualquier plano que pasa por el oje 
de simetría. 

EJEMPLO 6. Dedúzcase la ccua- 
ción de una superficie obtenida como 
resultado de la revolución de la cur- 
va PF (z, y) = 0, y = 0 en torno al 
eje Oz (lig. 42). 

44 La sección de una superficie 
por un plano arbitrario z= zp es 
una circunforencia de radio zç, con el 
centro en el punto С (0, 0, zp), siendo ‚ла 
Р (za 20) = 0. Por ello, para un Fig. 42 
punto arbitrario M (z, у, z) de esta 
circunferencia tenemos: 2= 2, y р w Оз) = V Z+ 


= л. 
Sustituyendo estas ecuaciones on la relación F (za, yo) = 0, obte- 
nemos 


F (VAFA, 2)=0. (14) 


La ecuación (14) ез pesta la ecuación buscada de la super- 
ficio de revolución dada. p> 
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4.74. Escríbase la ecuación de una superficie formada 
por la revolución de la curva 2 = 22, y=0: 

a) en torno al eje Оз; b) en torno al eje Oz. 

Constrüyanse dichas superficies. 

4.75. Eserfbase la ecuación de una superficie formada 
por la revolución de la recta z — y, z — 0: 

a) en torno al eje Oy; b) en torno al eje Oz. 

Constráyanse ambas superficies. 

4.76. Escríbase la ecuación de una superficie formada 
por la revolución en torno al eje Oz: 

a) de la curva z = e", y = 0; 


5) de Ia curva s=, y = 0. 

Constrüyanse ambas superficies еп el sistema inverso de 
coordenadas. 

" 

4.77. Muéstrese que la superficie Ed HERE = 1 es 
una superficie de revolución en torno al eje Oz. Escríbaso 
la ecuación de la curva en el plano z = 0 que en su revolución 
forma la superficie mencionada. š М 

4.78. Muéstrese quo la superficie pend 5 
una superficie de revolución. Hlállese su eje de simetría 


y las ecuaciones de una curva cualquiera por cuya revolu- 
ción está formada dicha superficie. 


RESPUESTAS 


-p (040) NDA (ab), ME=—MA, ND- 
CD—q— p, DE=—p, EF=—q, ЕА p—q, АС 
— p-- q, AD=2q, AE=29—p. 1.11. ММ? = (ААВ 4-СС'). 


dad =. 44b Ma n A 
p 1 s ВА= трух 


x - 

X (1-40). 11%, 3—5. 148. 0 1, 2. 1.19. ¿opt 120. 9 (1, 

1⁄2, 1/2); b) (1/3, 1/3, 1/8). 1:24. (1/10, 3/20, 3/20). 1.22. a) (1/2, 0, 

1/2); b) И, —1/2, 1/2). 123. (1—5. 1). 124. a) 1a,1=V/5, 
ES ^N = 

4,9 (—1/V 5, 2/5, 0); b) cos(á,, )=2//3 с) X (у= —19/3; 


D prja=Y (a)=0. 125. а= —2e. 1.26, а= — ejes 127. 


Bees 1.28. a) as (IV T3, 3/18, 0); b) а 


a 
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&е‹=4 (8, 11/2, 0; c) a -b—2e= —2j; d) prj(a— 5)—6. 1.29. >= 
—5i-L10j--10k. 1.30. z—2i-L2j-F2k. 131. 2—-- 504 i 


132. а= —1, 6=4. 1.33. o Gino. ө == 
= + bo) donde a, y ba son los versores de los vectores dados 
ayb. 1.34. 0=2 $=3, y=5. 135. а) (3, —6, 6); b) (5, 5, 0; 


o) (sa, 7/V3, 5). 1.36. D(9, —5. 6). 1.37. C (6. —2), D(2. 
—4). 138. MS y M.(—1,O. 1.30, M (0, 1, 0). 1.40. 7. 
1.44. (4, 0) y (5, 2). 1.42. (—1, 2, 4 y (8, —4, —2). 1.48. (—19, 
10, —17). € Desarróllese el vector OD según una base formada 
de los vectores OA, OB y OC. 4.44. (10, —5, 0). Ө Desarróllese 
el vector OB según una base formada de los vectores i, j, OA. 
1,46, 1/182/3. 1.47. (41/7, 10/7, 18/7). 1.49. a) % b) TU. с) 43. 
ZN 

1,50. о= 263/5. 1.51, (8, e) =80/3. 1.52, a =ar cos -5 $ - 1.83. 5. 

A acc LP aca, Бе 
=a—b. € Hállese primero el vector AX, donde К es tal punto 
de la base que |AK|-—]AB]. 1.56. —13. 1.57. а) 22; b) —200; 
с) 44; d) V 105; e) 41/3, f) 22/7; g) соза: 2/3, cos ñ = — 1/3, cos y= 
=—2/%; h) —84/V 99; i) 14/24. 1.58. M, (1, 0) y м, (6, O. 
1.59. 14B| 55, IBC|=51⁄2. |4CI =n/2, й=бе=л4. 161. 
UE 1.62. 4. 1.63. —4/5. 1.65. л/б. 1.667 (1, 1/2, —1/2). 
1.67. (—8, 3, 3). 1.68, a2], а, „== —i+k. 1.69. И (2/3, 28, 
2/3); b) (—5/3, 4/3, 1/3). 1.70. (—2, 0, 2). 1.71. урь 
€ El vector а„, ,, tiene la forma a., n, =M eíÁ-- ж саде. los 
cooficientes À, y A» pueden ser determinados de 1а condición de per- 
pendicularidad del vector a—a,, ep al plano de los vectores e, 
у ез. 172 x REI Y sen g, y == (z — ta) sen p+ 
-F(V—w) cos q. 173. X'=X cos q--Y sen q, Y” sen p+ 

3 
+Y cosp, 27 = —2. 1.74. (—2,1/2, 0). 1.75. аа,= $) XPX 
hm 

x Хезер =5XPX(2 + 2X 39 X9? + IXP xi» UR X94- X2 x 
X X? ЗХ ХЕХ) БА PXP X2 Xi). 4.76, a) VF 
b] 3V5; c) 101/3. 1.77. [a,. a,1=0, es decir, a, Па. 1,78. ау 
2(k—iy b) 21a, cl; c) Га, e]; d) 3. 1.80. 501/2. 1.83. n) -y la, bJ; 


b) $ [e, 5]. 1.84. a) (—3, 5, Т); b) (—6, 10, 14); c) (— 12, 20, 28). 


1.85. 21/8. 1.86. 5. 1.87. [а] = !b1 = lcl =1; los vectores son per- 
pendiculares dos a dos. 4.88, — 474-34-48. 1.89. 1/08; cosa = 
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АЛУ 65 соз ñ= —4/V 8, соз у= In. 190, 2/2 roi. 
(>6, —24, 8), 1.92. (7, 5, 1). 1,93. а, | ау, una infinidad do 
soluciones. 1. —1/2, 0, 1/2). 1.95. Aparecerá el signo menos anto 
el determinante; en el caso de una base oblicuángula la fórmula no es 
verídica. 1.96. € Calcúlense las coordenadas de ambos miembros y 
convénzase que son iguales. El cálculo de las coordenadas resulta con- 
veniente cfectuar en la siguiente base especial: el versor i tiene igual 
dirección con el vector b, el versor j se dispone en el plano de los vesto- 
res b y c. 1.07. 24. 1.98. —7. a) Izquierda; b) derecha; c) derecha. 
1.99. a) No; b) Sí. 1.104. 17/2. 1.105. 6. 1.106. 3 1/2. 

. а) 2(z--1)--2(y—2)—0. La ecuación general: z--y—1— 
DE p ME da 
và ^y» y? 

b) 2(z—2)-0. La ecuación general: z—2=0, es una recta para- 
lola al eje Oy. La ecuación normal: z—2=0; p=2. c) 2(z—1)— 
—(y-—1) 20. La ecuación general: 2z— y— 1 —0. La ecuación nor- 


2 1 1 1 at y—2 
nal: = 1 1 —=0; p= : 2.2, а; = . 
m Vs r Vi y "E p Vi ) 7g >=; 


" " 1 
Lu ecuación general: z-+3y—5=0. La ecuación normal: vs 


7-0. La ecuación normal: 


5 z—1 _у—4 


3 
—— =0; p=. b) —— =“  . La ecuación 
vu yw vs: 979 =ч 
genera]: —z--4=0, es una recta paralela al eje Oy. La ocuación 
£i yl 


Sag. ач 
y—1=0, es una recta paralela al eje Oz. La ecuación normal: 


normal: z— 1-0; p=et. c) La ecuación general: 


—y-+1=0. La ecuación normal: — 


— EF 
Non ү? 


os paralola al eje Оу. La ecuación normal: z—1—0; p=1. 
y E 


^s zs 
—1⁄2y; cos (la, 1/5. 2.6. So cortan en el punto M, (1, 0) 


SS е m 
cos (És, La) =2/V5. 2.7. Son paralelas: p (Ly, L) = V 2/4. 2.8. Son 


paralelas: p(Ly, La)= 3. 2.9. Coincidon, 2.10. а zzi 
yd & wo 19 19 

=У—2%. {cD = h=— === v 
NA A A 5 
z—1 E y—2 , Ls (V26+5V 17) — 1)+ 


V39$9--5y 17  —4y16—y 17 
C74 V 36— V 17) (u —2)=0; b) (4203; 
242 y 1 z—2 y+2 
=. һб, =——— Tx: == + 
_ eM aye авуз 
2)2-(8-- V 8) (y--2)—0. 241. te —1/2. 242. 
F z—6, ye —2z--8. 2.15. 3z—2y—12=0, um 

— 8y + 24 = = 0. 246. y b) z — 5y — T 
2.47. z — 5y + 3 = 0, ó bien 5z + y — 1 
=o. v м 
5 (Mp D) y My L) son do signos contrarios. 2.20. áz +y45=0 
6y—3= 21. 2) En un mismo ángulo; » en los ángulos opuestos 
por ol vértice. 5 22. Obtuso. 2.23. 4z — 3y + 10 = 0, 7z -+ y — 20 = 
Ba + áy — 5 = 0. 2.24. z — Зу — 23 = 0, Tz + 9y + 1 


= 0, 3 


z—2 _ 1+3 A 
£ = g sh CBE 


, 


, 


4z + Зу + 13 = 0. 2.25. 224 9y — 65 = 0, бх — Ty — 2 
=o, al plano epu 2.26. a) 2z — y + 2—2 = 0; 1/ V 6; b) z— y = 
и р 


ano es paralelo al eje Oz y pasa por el origen ‹ о coordenadas; 


b +1=0. 
2.30. a) Sedo =0; Б) 22—у—1= =0. 2.31. dia cos X 


ZO 

X (Pis P.) R . 2.32. Son paralelos, p (Р, Pa) тү 2.33. 
"m 

Se intersecan, соз (Ё;, P¿)=1/2. 2.94. Coincidon. 2.35. 8. 2.36. a) 

4z—9y-]-2—220 y 224 y —3z-- 82-0; b) 3z—6y4- 72—4 —0 y z-- 

+4y+33+4=0. 2.37. a) áz—y—2:—4—0; b) Wz — 12y4424 


+13=0. 2.88. a) en los ángulos adyacentes; b) en un mismo 
ángulo. 2.39. a) q-—[z., n;je —3i--4j--5k, las ecuaciones en pro- 
Áz--3y—5—0, 
wes [ зет b) g—[m. mj--—i—7j-- 5k, las 
Sy —4z--1—0; 
7z—v+1=0, 
ecuaciones en proyecciones: [= O, 240. а) == = 
5y—72—12=0. 
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2.42. а) 2—2y--2—0; b) 224+y—1=0; с) жеш e 


E clt (M5, —1/5, —1). 2.43. ау 
af rey—ip1=0, 

UV TS, M0, 50,309 42 100 (IO 

245. а) 22109100480; b) 62—20)— 1124-1220. 246. 25, 


248. W) rS omo с) 13 0) {тато 
+4 


o bien 


o la fig. 43. 3.2. Véase la fig. 44. 3.3. Las rectas z = 0 
0. 3.4. Las rectas y=0 y z- y = 0. 3.5. Las rectas 


Fig. 43 Pig. 44 


—y=0y2+y=0. 3.6. Las rectas z 0. 3.7. Las 
rectas y = +9. 3.8. Las rectas z = —2 y 3. 3.9. Las rectas 
y = 0, z = 2 у г = 5. 3.10. Una circunferencia de radio R = 2, con 
el centro en el origen de coordenadas. 3.11. Una circunferencia de radio 
R = 1, соп el centro en el punto C (0, —3). 3.12. El origen do coorde- 
nadas. 3.13. Un conjunto vacío. 3.14. L punn (0, +1). 5 

= 0. 3.16. дах + c = 0. 3.17. y HO VPE 


349. =+ m= 8. 3.20. £ +m = 1. 321. zy= 2, 322. у= 


iix 
= 242.328. а) CQ, —9, R 


4 b) C (4, 0), R= 4, 


e) C (0, —2) 3.24. a) (z — 2) + (y +- 3): = 49: b) (z + 1 + 
y—28—25 o (= 0) 4 (0 4:8 d G-— i+ 
TU €) (z— 12+ (у — * — 1, o bien (2 — 5) + 


Ti езт 0 (z—2-+ (у — á = (0, m (z+ 4) + 

y + 1)# = 25. O Escríbase la ca de la circunferencia bus- 
Ea en la forma z* + y3 + Dx + £y + F = 0, sustitfyanse en esta 
ecuación las coordenadas de cada punto y hállense a continuación 
D, E y F. 3.25. 2z — 5y + 19 = 0. 3.26. а) 7: 1) 27. a) Corta; 


b) on nganto; c) pasa fuera do la circunferencia. 3.28. a) a = 5, 
b = 3; 

25 25 
DA SASS 9e: d рсе DB, DA. 


g? y " y " y " a 
3.29, а) + 5 4; b) 5-5 5 c) = Ht qu 


y : 2? yt (2—20)? 

Hiet ө ж в р gtit sa. биР. 
О ыа. 331. a) са, —0), а=3. p=1/5, e=2/3, Duo 
+3=0, D, :2z—415=0; b) C (—4, 2), a=5, b=4, e=3/5, Dy: 32+ 
+28=0, D,:3z—22=0; c) C(l, —2, a=4, b=21/3, e=172, 


z ant 
D,:y+10=0, y—6=0. 3.34. 46174 7h nami EV 


—_ AJ RA wa 45 v 63 
=+ V8. 335. (E, 427), 
3.36. 2x3 — 22у + 2y — 3 = 0. 3.37. 722 — 2xy |- Ty? — 46х + 
АТ 2y + 7 = 0, 3.38. а) La recta corta la olipse; b) pasa fuera de la 
See €) es tangente a la elipse. 3.40. Зх + 2y — 10 = 0 y 3z -+ 2y + 
0, 3.4. z+ y—5=0y z-F y 570. 3.48. E 9 — 
ы y + 4y — 10 = 0. 3.44. Mo (—3, 2), ym 3.46. 2x + 
+ Aty — 10 = Ө Hágase uso del resultado de probleme. 8.45. 


3.47. a) a = 8, b = 4; b) P, (—5, 0), F, (5, 0); gem 5: у= 


4 9 
=== % з= ++. 


3.48. a) a—4, b—3; b) Р, (0, —5), Pa(0, 5); с) =, d) y— 


аъ E E z' A. 
=+75 е) у= 5 3.49. a) — 17 = 
n yo, E d E y 2? 
f; e) 7 H 4; d) 5 EN 10 36 — 02 45 7 


2 —s) =r) 

t. 3,50. E = = = 0) 1. 3.51. а) С(2, —3), a=3, 
b = 4, е = 5/3, las conaciones do las asíntotas: 4z — 3y — 17 = 0 y 
4: + by -- í = 0, las ecuaciones de las directrices: 5z — 1 = 0 y 
5z — 19 = 0; b) e (—5, 1), a = 8, b = 6, e = Pd las cevaciones n 
las asíntotas: Зх + 4y + 11 = 0 y 3z — +1 las ecuaciones 
do las directrices: z = —11, 4 y z = 1,4; c) C E —4); 4, b = Я 
e = 5/4, las ecuaciones de las asíntotas: 4= + 3y — 
— Зу — 11 = 0, las ecuaciones de las directrices: y = —4,2 e y = 


= 2,2. 3.54. r = 9/4, r, = 4/4, p (M, D.) = 9/5, p (M, Dj) = 41/5. 
3.55. (—6, +4 1/3). 3.56. 74% + 24zy — 144 = 0. 3.57. 722 — 6zy — 
— P + 26z — 18y — 17 = 0. 3.58. 


— V3. Р (05, VD, Di zy = VE 0. 3.59. 
1. € Véase el problema 3.39. 00. 10x — 3y — 32 = 0, 


И. 3e— 4g — 10 — 0, 3r — áy + 10 — 0, 
0, fàz--5y 4-48 = 0. 3.64. M,(—6, 3), 

E . 2z i- 11у -- 6 = 0. € Hágase uso del resultado 
del problema 3.67. a) p = 3; b) p = 5/2; е) p = 2; d) p = 4/2. 
3.68. a) y? = EE ајва c) 22 = —12y. 35058 (qur 
= 2р (z ~- 20); b) (y — ро)? = —2p (z — zo). 3.70. A (2, 0), 
b) À (0, 2), p = 12; c) 4 (4, 3) p = 1% dj A(6, —1), 
e) A (1, 2), DN f) A (—4, 3), p = 1/4. 3.72. 6. 3.73. а) у= 


240420, 3.76. v 0. 3.77 
Р = буле — 2y 4-2 = 0.3.78. Mo (9 20, 0 (Ме, Г) = 
= 10. 3.80. y O. 34. tg o — 4. 342. rsen q= 177 3.85. 


—z- WM. r= а. 3.85. т3 = < . 3.86. r = 


unferencia a? + у? = 25. ^ Una recta 

= 2. 3.90. Una recta y .91. Una 
2. Una recta z4- Per en 3.93. Una 
vireunferencia ( += a 3.94. Una circunferencia zè -+ 
+ (y — a)? = а, 3.05, Un par do rayos z = 329, y > 0. 3. 96. Una 


familia de circunferencias concéntricas de radios г, == cut + ха" 


n= 0, 1, 2, ... 3.97. noe рео zy = а?. 3.98. Lemniscata de 

Bernoulli (à Yy y?) з (23 — 99. a) r cos p = 3; b) g = 1/3; 

Ө ЖЛ 3.100. аг = ро 38 son ye 3.101. бүз 2, 0), 

b), cas 1/2), R = 3/2; с) С (5/2, —a/2), В = 5 m 

205 1/3), R = 8; е) С (4, За Rem i D C E —n/6), R 

.m— Dror X cos (P — qv. 
6. ^t 
3.103. а) di E br "ia" Pr 


9 3 
b) ligi ET 3.105. "==" 3.106. a) fH hb 


zt "n Li " 
s ; O t= 6z. 3407. => 3408. r= 
= —2peos g bg ы 
-ropi 3.109. r= P . 3.110. „Ба tel 4, 
+o) b) z=i—4, got, 1610, om) rei Ma y= 
eia. 210, +00); d) х = у? —————— уы 
2 2 Зл 
cos (1722) 
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Еа тр zef 2 i). 3.11. a) IV s 


2 z, 1 2 
=1+— t, t€ (0, V 5]; b) 2=2-—5 t, 9y—3—— 4 t€l0, 
^re! ИЗ; b) ғ ТЫ ук” “el 
VBI. 3412, z =x +Rcost, y=y+Rsont, t€10, 2л). 3.113. 
а) z= R (1--соз24), у= R sen 2t, t€ [—z/2, л/2); b) R (1--соз 2), 
s= Rent, tC|0, 2x). 3.114. Una recta z-|-2y— 3-0. 3.115. Una 
parábola y2=z. 3.116. Una circunferencia (т +1) +0 — 3)? —4. 


à 
3417. Una elipso EL =4. 3418. La rama derecha de la 


hipérboa ZTA ФАН t, 3.449. La rama derecha de la 


hipérbola Laa. 3.120, Una circunferencia (1—R)4y= 


ай 

= В?, 3421. Una circunferencia 224- (у — А)? = H?. 3.122. La rama 

superior de una parábola y?=2pz. 3.123. IULII UI 
ab sen t ab cos t 


= ————— Tt € 10, 22). 3.124. == === 
rrr SIS T7 y West i— ai sent t° 
t 


b b 
рә 8000006 (—arctg 2, aretg—) para 


"7 


la rama derecha y t€ n—arcig è прат 2. рага 1а гаша 
a? а 


izquierda. (8.125. a) => y=t, t€ (—wo, +0); b) ze tpe t, 


y=2p ctg t, donde 1€ (0, л/2) para la rama derecha y t€ (35/2, 22), 
рага la rama izquierda; c) 12h etm, y pou, 1€(0, 22). 


4.1. Un plano z = —5 paralelo al plano Ozy. 4.2. Un plano con 
el vector normal n (1, —2, 1). 4.3. Una esfera do radio R = 2, con 
el centro en el Es de coordenadas. 4.4. Una esfera do radio R = 4 
con el centro en el punto C (2, 0, —1). 4.5. El origen do coordenadas. 


4.6. El eje Oy. 4.7. Un conjunto vacío. 4.8. Un par do planos que se 
intersecan z — 2z = 0 y z + 2z = 0 paralelos al eje Oy. 4.9. Un par 
de planos coordenados бут y Оту. 4.10. Una terna de planos coordona- 
dos. 4,11. Un par de planos z = 0 y z = 4. 4.12. Un par de planos 
у= 00у = z. 4.13. 20y -- 53 = 0. 4.14. 22 + y + 28 d$. 4.15. 


zi 


ечеи 4. 446. -5+ &- —1. 447. a) C (0, 0, 3), 


Rz 360,1 0, R5 548. a) (o Pi - же 


z- 


H e 
+ w 94-6 09 = 24; d) (z — 3) + (v + 5): + G + 2 = 50, 


=1. 420 (3) (e) 6-33. 42. z= 
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=—1+5t, y=3— ti, z= ++. 432. 3, —2, 7), p—3. 


b) es tangente; c) pasa fuera de la esfera. 4.24. a) una 
por el punto (5, 0, —2) paralelamente al eje Oy; b) una 
а on el plano Oxz de radio R = 7 y con el contro on el 
origen до coordenadas; c) una circunferencia situada en el plano z = 2 
de radio X = 4 y con el centro en el punto С (0, 0, 2); d) una circun- 
ferencia en el plano z = 6 do radio А = |; 13 y centro en cl punto 
C (0, 0, 6). 4.25. a) C (1, 7, 2), R = 4; b) C (—1, 2, 3, R = &. 
a elipse 2—2 , UHO — 
4.26. Una elipse 35 + 18 =i. 


CIA A 6—1)—38, 
4.27. í 2 б 


m 


4.29. Un elipsoide. 4.30. Un 


hiperboloide de una hoja. 4.31. Un hiperboloide de revolución de dos 
hojas. 4.32. Un cono. - Un paraboloide de revolución. 4.34. Un 
paraboloide hiperbólico. 4.39. Un paraboloido elíptico. 4.36. Un 
cilindro parabólico. 4.37. Un paraboloide de revolución con el vértice 
(0, O, 2). 4.38. Un paraboloide hipezbólico. 4.39. Un hiporboloide de 
revolución de una hoja. 4.40. Un hiperboloido de revolución de dos 
hojas. 4.41. O Hágase uso de la homogeneidad de la ecuación. 
4.42. O Pásese al nuevo sistema de coordenadas gow los ejes Ox 
y Oy alrededor del eje Oz en un ángulo z/4. 4.43. a) Un cono de segundo 
grado con vértice en el origen de coordenadas (véase el problema 4.41); 
) un paraboloide hiperbólico iam el problema 4.42). 4.44. 
Sobre el plano Огу: 2? + ázy + 5y? — z = Ü; sobre el plano Ozz: 
2% — 2x2 + 54% — 4х = 0; sobre el plano Oyz: у? + zt + 2y — . 
4.45. a) Una elipse; b) una parábola. 4.46. a) M; (3, 4, —2) М 
М, (6, —2, 2); b) M (á, —3, 2), la recta es tangente а la superficie; 
с) Ја recta у la superficie по tienen puntos comunes. 4.47. а) 
М (9, 5, —2); b) M (3, 0, —10); c) M (6, —2, 2). 
448, 422—128 — 24:16 — 0, 42x — 12у — z+ 10 = 0, 
kcu 220140, z + 2y — 8 = 0. 


y + 2z = 0, — 5z = 0, 

48. E ZO? (Qua-o ало, a) peor 
b) z* -- 22 = 2az; с) z* -+ y? = 2az. 4.61. 22 + 5y? — 8y — 12 = 0; 
b) 42% + 52% + áz — 6 0; 2y —z— 2 = Q. 4.02. a) 83 + 
+ áy? — 36r + 16y — 0, z= 0; b) 22 — 22 — 7 d 
c) 4y* -+ 8224 16y + 362 — 31 = 0, = = 0. 4.63. y 
4.64. a) (3y — 2z) = 12 (3z — 2); (z — sJ: + (y — 2) 
= 4 (z — 2). . La ecuación del cilindro de proyección: 222 + 
+ (y — 24 2) = 8; 

° 2, (0-2) _ ч 
el contorno de la sombra: una elipse gtg = 4.66. х= 


4.28. { сн. 


=4,1+y=2, 4.08. a) A =; b) 3(z#-+ í) = 16% с) 


Rh 28-0; d) зуй —22-0. 4.69. a) rz! 2pr(h (+ 
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+9 y a ta o 3 


— 5y? + Ta? — Gay + 1022 — 2ys — áz +- áy — 4z + 4 = 0. 4.70. 
a) el vértice (0, А, 0), la directriz es una circunierencia z* -+ (y — h) 
hè, 2 B) el vértice (0, O, 0), la directriz es una parábola z2 = 
= 2hy, z= h. А. zy + zz + у = 0, el eje del cono pasa en el 
primero y séptimo octantes; zg -+ zz — yz = 0, el eje del cono pasa 
en el segundo y octavo octantes; zy — zz — gz = 0, el eje del cono 
pasa en ol tercero y quinto octantes; zy — zs + yz = 0, el eje del 
cono pasa en los octantes 4 y 6. 4.72. а) una circunferencia +y= 
= (al Y D b) los segmentos z = -Еа/ V2, —all/2 < z < ау 
c) los segmentos 2 = —+a/1/ 2, —a/V 2 < y < al 4.73. La ecua- 
ción del cilindro do proyección: 9zš — 16y2 — 16.1 — 90z + 225 = 
= 0, el contorno de la sombra es una circunferencia y? + 2 = (15/4). 
ЛА a) з= z+ yh b) V P + $$ = z. 675.2 29 + 2 = g; 


H 
b) 2—22- y. 4.76. a) 267 PH b) z= 4.77. =+ 


r= 
a 
TA 4.78. La suporficio se ha formado por revolución de la 


Bon 
hipérbola A y=0 en torno al eje Oz. 


CAPITULO 3 


DETERMINANTES Y MATRICES. 
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


$ 1. Determinantes 


1. Determinantes dejsegundo y tercer órdenes. Una tabla cuadrada 
pm (= 2) 
51 023. 
compuesta do cuatro números reales (o complejos) lleva el nombre de 
matriz cuadrada de segundo orden. Se denomina determinante de segundo 


EE Ж 


2) y 
Fig. 45 
orden correspondiente а la matriz А (o, simplemente, determinante de 
la matriz A) al número 


а MI 
=anasy—asan- 
des Da 27—412 


an 012 213 
A=} аң ass 225 
gt 233 Gss. 


es una matriz cnadrada де tercer orden, el determinante de tercer orden 
que le corresponde será е1 númoro 


det A= 


Análogamente, si 


91 arz Lig 
Amy 822 053 


Озі 33 Cay 


det Al= Ax 39059 407703201940) 2095091 — ralos — 


— Ay 309359 — 6105505». (1) 
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Los determinantes de tercer orden se calculan corrientemente según 
la siguiente regla de Sarrus: uno de los tres sumandos que figuran 
en e] segundo miembro de (1) con el sign: es un producto de cle- 
mentos do la diagonal principal de la matri cada uno de los otros 
dos sumandos es un producto de elementos situados en la paralela a 
dicha diagonal y un elemento del rincón opuesto do la matriz (lig. 45, a); 
y los sumandos que figuran en (1) con cl signo menos se construyen de 
un modo igual, pero esta vez respecto de la segunda (colateral) diagonal 
(fig. 45, Di 


Calcúlense los determinantes de segundo orden: 


14.| —14 1.2. | a+b a—b 
—52[r a—-ba+b|' 
1.3. | cosa — sen < 1.4.]a-4-bi b 
sena — cosa |` 2а a—bi| 
1.5. | cosa + i sena 1 
1 cosa — i sen z: |° 
Resuélvanse las ecuaciones: 
1.6. rri 1.7. | cos 8z — sen 5z 
—4344| ^ sen8z—cos5z] — 
1.8*. Demuéstrese quo para a, b, c, d reales las raíces 
&—z cdi 
de la ecuación 4 =Ü son reales. 
c—di b—z 


1.9. Demuéstrese que para que un determinante de so- 
gundo orden sea nulo, es necesario y suficiente que sus filas 
sean proporcionales (es decir, que los elementos de una fila 
se obtengan de los elementos correspondientes de otra fila 
multiplicándolos por un mismo número). Lo mismo es 
cierto también para las columnas. 

Calcúlense los determinantes de tercer orden 

1.10.1123 1.13.13 4—5 

456]. 8 7-2 
789 2—1 8 
1.12. Ja+z z £ 
z b+z z © 


2 т сіг 

1.13. | 02-1 аб ay 1.14. | seno cosa 1 
ap +1 ру |. senficosp 1 |. 
ay By vci sen ycosy 1 
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145.1 t të | 1.16. [1 1 1 


d det 1 5 IN 
eel legs 
donde == cos Ai sen T, donde e=cos S risen 27, 
Resuélvanse las ecuaciones: 
1.17. 3 то —х 
2 — 3|=0 
z.F10 1 1 


1.18. z z+1 zr-r2 

z-r4 z+5 |=0. 
z-r Ü z4-7 z+8 
ltesuélvanse las desigualdades: 


1.19. 3—2 1 1.20. /2 z+2 —1 
1 = -2|<0. 11 —2|-0. 
—1 2—1 5-3 ac 


1.21. Dewmuéstrense las siguientes propiedades del deter- 
minante de tercer orden, haciendo uso de su definición: 

a) si hacemos las filas de la matriz de un determinante 
en forma do columnas con los mismos números (es decir, 
si se transpone la matriz), el determinante no variará. 

b) si todos los elementos de una fila (columna) se multi- 
plican por un mismo número, el determinante quedará 
multiplicado por dicho número. 

e) si so cambian entre sí dos filas (columnas) de un de- 
terminante, éste último cambiará de signo; en particular, 
si dos filas (columnas) del determinante son iguales, el de- 
terminante será nulo; 

d) si cada elemento de cierta fila (columna) de un deter- 
minante se representa eu forma de una suma de dos suman- 
dos, el determinante será igual a la suma de dos determi- 
nantes en los que todas las filas (columnas), excepto la dada, 
son anteriores, рого en la fila (columna) dada en ol primer 
determinante figuran los sumaudos primeros y en el segundo, 
los segundos; 

e) si una fila (columna) es una combinación lineal de 
las filas (columnas) restantes, el determinante es igual a cero. 
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Utilizando las propiedades del determinante de tercer 
orden enumerados en el problema 1.21, denméstrense las 
siguientes identidades (sin desarrollar los determinantes): 


1.22. | a, +b,x a,—b,z c, а, b, 6 
а, Бух ay— bum cQ |= —2z | as by es |. 
азі Dať Gs— bat сз аз Ds ta 

1.23. | a,-t biz a+ b, с, а 5, G 
ay + by aga bg ca |= (1—2?) | aa da ca. 
Ag + бух ayu -H b, cs as by сз 

1.24%, |1 ааз taa 

tb Ь%\=(а-+-5--с)| 15% |, 
dcc deca 

1.25. Compruébese que el determinanto 

$ £ % 
ту» 
ey 


se divide por z-y, y-z, y 2-2. 
1.26. Compruébese que el determinante 


z y zy 
y t+y c 
т-у c y 
se divide por z + y y 22 — ay + y? 
1.27. Constrúyase la gráfica de la función 

zi 
a а21| (a=b). 
ь 21 


2. Determinantes de n-ésimo orden. Toda aplicación biunivoca л 
del - n} de los primeros п números naturales sobre 
sí mismo lleva el nombre do sustitución de n-ésimo orden. 
Cualquier sustitución puede ser eserita en Ja forma 


k dg ia " 
x= Я 
Un iy 562 00. 


donde a, = л (ij) es la imagen del elemento i, €(1, 2, ..., n) en 
la aplicación д. Para una sustitución fija zx existen varios métodos de 
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notación del tipo (2) que se diferencian en la numeración de los ele- 
mentos de la fila superior. En particular, la notación de la forma 


a= (š 2 n ) B 


G O ... Un 


se denomina canónica, 

Se dico que un par de elementos (1, j) forma una inversión en 
la sustitución x, si i < j, pero ар > Gy. BE número s (л) de todos los 
paros de inversión dotermina la paridad de la sustitución: una susti- 
tución se llama par, si s (л) es un número par, e impar, si s (11) es un 
número impar. 

EsuupLo 1. Dotermíneso la paridad do la sustitución 


(03341) 


44 Pasemos а la notación canónica (3) 


HE 


y calculemos el nümero de inversiones. Por cuanto las inversiones se 
forman por los pares (1, 4), (2, 3), (2,4), (3, 4), entonces s (л) = 4 y a 
es una sustitución par. 

Se denomina determinante de n-ésimo orden correspondiente a Ja 
matriz cuadrada 


а 813 ++. Sn 
А={ 1 9n --- ба 


Qn) йв... Gnn 
(o determinante de la matriz А) ol número 
Gn 22 - Gn 
deta=|% % +++ m |. У) (0) 9а, а (0) ... ал, л (н), 
E: 


ті äns s nn 


donde la suma se ofectúa respecto de todas las sustituciones de n-ésimo 


orden. 
Para ol determinante de n-ésimo orden son válidas las propiedades 
principales análogas a las propiedades de a) а c) del problema 1.24. 


1.28. Hállese en el conjunto (1, ..., 6) una sustitu- 
ción л, si л (k) es el resto que se obtiene al dividir el núme- 
ro ЗЕ por 7. Determínese la paridad de la sustitución. 

1.29. Hállese en el conjunto (1, ..., 8) una sustitu- 
ción л, si л (k) es el resto que se obtiene al dividir el 
número 5k por 9. Determínese la paridad de la sustitución. 
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Determinese la paridad de las sustituciones: 
1.30. í; 243 A) 1.31. B 4653 | 


3125 4) 143256)" 
1.32. [ 2n 2n—1 ME 

ht 28 4 $ 4 4 97” 
1.38. 
n n-i ... n—k--4 n—k n—k—1 ... 2 1 
k k—1 .. 1 п n—1 4-2 kin 


Acláreso cuáles de los productos aducidos más abajo figu- 
ran en los determinantes de órdenes correspondientes y cuá- 
les son sus signos: 

1.34. a45031055012 аза. 1-35. doi 031 4,0390520;4- 

1.36. азтазваулатца 2.043062. 1.37. аззӣалватга 21055061044. 

1.38. Elíjanse los valores de i у А de tal modo quo ol 
producto &&sd,505505404504; figure en cierto determinante 
соп el signo menos. 

1.39. Elíjanse los valores de i y k de tal modo que el 
producto G4;08561165507403405; figure en cierto doterminante 
con el signo más. 

1.40. Hállense los términos de! determinante 

52123 
2212 
12=3 
21221 


que contengan z“ y z. 
Recurriendo sólo a la definición, calcúlense los siguientes 
determinantes: 


4:44, 0 ...0 0 Cos 
0 i0 Gana Uan 


0 +++ Gs,n-2 Uns Оз, п | 


ал, а +++ Gn,n-2 ыз ал. п 
1.42. | a« а, аза Ga Gis 


аз, Qag Gos а 035 
44 33,0 0 0 
O ad 0 0 
asa Í| 0 0 0 
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1.43. Cómo variará el determinante, si: 

ñ a) a cada fila, excepto la última, sumamos la última 
ila; 

b) de cada fila, excepto la última, restamos todas las 
filas ulteriores; 

c) de cada fila, excepto Ja última, restamos la fila si- 
guiente, de la última fila restamos la primera fila prece- 
dento; 

d) su matriz Фа giramos en 90? en torno al centro»; 

e) la primera columna Ja ponemos en el último lugar 
y las demás columnas las desplazamos a la izquierda con- 
servando su disposición. 


. Métodos principales de cálculo de 'los determinantes de 
imo orden. 

| método de reducción del orden de 
do on la siguiente relación (i es fijo): 


determinante 


n 
det A= Y ag At b, [2] 
к=! 
donde 
в ee dero Tkn зз 0n 
AGO P унь | Pins n Piers hen Mende os Denn б) 
Glai ++ iet hot Tiene atst, n 
4mp e Ua Аер Оп, А +t Gnn 


lleva el nombre de complemento algebraico del elemento aj, y ropresen- 
ta un determinante de (n-1)-ésimo orden. 

La relación (4) se denomina desarrollo del determinante por la 
i-ésima fila. Análogamente se determina cl desarrollo del determinante 
por una columna. Antes de emplear el método de roducción de] orden, 
resulta conveniente anular, haciendo uso de las principales propiodades 
del determinante, todos los elementos de su cierta fila (columna) de 
éste, a excepción de uno de ellos. 

EsempbLo 2. Calcúlese el delerminante 


87 210 
—82 710 
P=] a d 
04-32 


44 Restemos de la primera fila y sumemes a la segunda la tercer. 
Tila duplicada. Desarrollemos el determinante obtenido por la primera 
columna. Tenemos 


0—1 —6 0 


0 40 152) Е: 
D= Š 10 aaj. 
4 4 45 E 

4-3 2 
0 4 —32 


Anulemos ahora todos los elementos de la prin 
ción del elemonto que ocupa el rincón superior izq 
después el determinante de segundo orden: 


columna, à excep- 
vido, y caleulemos 


—1—8 0 25 "m 
D=4| 0 --4520 0009 | Ту А |+ 
0 —272 * 


= —4 (-- 004-540) = — 180, > 


El método de reducción a la forma triangular consiste en tal 1rans- 
formación del determinante cuando todos los elementos situados por 
un lado de una de sus diagonales quedan ales а cero. 

EJEMPLO 3. Calcúlese el determinante 


ЖЕ. od } 
de 1-1 2 2 
11-1 3 
1 1 1-1 
< Restando la primera fila de todas las demás, ubtenemos 
1 * Ж 1 
0-2 1 1 
)- = —8. 
à 0 0-2 2 > 
0 0 0-2 


El método de las correlaciones recurrentes permite expresar el deter- 
minante dado, transformándolo y desarrollándolo por wma fila o una 
columna, mediante los determinantes del mismo Љо, рото de orden 
más inferior. La igualdad obtenida leva el nombre de correlación 
recurrente. 

EJEMPLO 4. Calcülese el determinante de Vandermonde 


14 X d 1 
а а а - an 
Da=|a at а ... ak 


aut apt aj ... адл 
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< Mostremos que el determinante de Vandermonde es igual al 
producto de toda clase de diforencias ap igj < 
cualquiera que sea л (n> 2). Realicomos la demostración por induc- 
ción, haciendo uso del métudo de correlaciones recurrentes. 

En efecto, para n — 2 tenemos 


£ £ 

pe. es 

Supongamos que nuestra afirmación se ha demostrado para los deter- 
minantes de Vandermonde de orden (n — 1), es decir, 


=a, i; 


Dya- [|]  (a—ap. 
1<i<i<n-1 
Transformemos el determinante D, del modo siguiente: de la última 
rrósima fila sustraemos la (n-1)-ésima, multiplicada por aj, у, en 
general, sustraemos sucesivamente de la k-ésima fila la (%-1)-ósima 
multiplicada, por aj. Obtenemos 


1 1 1 — 1 

0 a,—a as—a, ... 485—4 
Da—|0 а-аа, айча, ... aR—aa |: 

0 agi aag A ag? 


Dosarrollomas el último determinante por la primera columna 
y saquemos de todas las columnas los factores comunes. El determinan- 
te adquiere la forma 


k 9 4 ud 
Daka (85 а)... (аһа) ES id pl sis ^ m 

1 E 

api agt ра... apt 


= (0 — a) (а,—а))... (an — a) Dni. 


Homos obtenido vna correlación recurrente. Utilizando la suposición 
de la inducción, obtenemos en definitiva: 


Dac (а,—а) (034) -.- (ana) — [| | (imad 
2<i<i<n 
= [| Gap. >» 
1<j<i<n 
1.44. Calcúlense los determinantes, desarrollándolos por 
la tercera fila y la segunda columna, respectivamente: 
а) [2 341 b) [522 —1 


4232] аьа -3 
a beaj? 2e8—2| 
3—148 4d5-4 
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Calcülense los determinantes: 
1.45. (2 —1 1 Of 146.|23 —3 4 


0 12—1 21-4 2 
3-12 3| 62 1 oF 
3 16 1 23 0-5) 
147.]3 —14 2 
5 20 1 
0 24 3| 
6—29 8 


148.1/2 үз үз V3 
Vo ya y10 —2y3 
y10 2/15 5 [49 
2 2үб y10 V15 

1.49. |0 —a —b —d 1.50. |0 рса 


а 0 —c —e bOde 
bc 0 0p call 
d e 0 O0 dcb0 


CalcúJense los determinantes do n-ésimo orden por reduc- 
ción a la forma trianglar: 
1.51. 1 2 Bes 1.52.1322... 2 


nibo Sim 232...2 
eb Aem 223...2 
Ls i] 222...8 


1.53. Calcúlese un determinante cuyos clementos vienen 
dados por las condiciones а) = mín (i, j). 

1.54. Calcúlese un determinante cuyos elementos vienen 
dados por las condiciones ау = máx (i, j). 

Calcúlense los determinantes de orden m por el método 
de correlaciones recurrentes: 


155.101 1 ... 1 1:56. [2-4 0 cio $ 
42.0 ...0 121...0 
1020... 0|- 012...0 
100 2, 000...2 
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1.57. Caleñlese el determinante 


-1 n-i n-i -1 
ape" SE ET 


1.58. Demuéstrese que para cualquier determinante se 
verifica Ja relación 


del A, k= 
0, ksi, 


donde 49 es el complemento algebraico del elemento 
Uns (véase (5). 


s 
Eas 
PL 


$ 2. Matrices 


1. Operaciones sobre las matrices. Se llama matriz de dimensión 
mox n о bien (m x n)-metriz Ja tabla rectangular de los números 
"pili. m 1 1, 2... 1 


а dig ... in 


Umi ата 


compuesta de m filas y n columnas. 
Se denomina suma А + B de las (m x n)=matrices A = (a, ) 
(bij) Ju matriz C — (c, del mismo orden, Lodo olomento de la 


ual a la suma de elementos correspondientes de las matrices 


су atbp 4, 2,000 т jei4íhE.gm 


Se Лата producto аЛ de la, matriz А = (aj рог un número œ 
о complejo) la matriz B — (5; que so obtiene de la matriz А 
mediante la multiplicación de todos sus elementos por a: 


а. 


b= ащр i=4,2,.... т, }=1,2, 


Se llama producto АВ de la (m x n)-matriz A 
(n x k)-matriz В = (Ьу) la (m x k)y-matriz С 
dij que figura en la ¿ésima fila y j-ésima colum 
de productos de Ios elementos correspondientes. 
matriz A y la j-ésimo eotumna de la matriz B: 


(а) por la 
(cij), cuyo elemento 
?s igual a la suma 
a ¿ésima fila de la 


А 
су У) аһу. 11, 2,0. т, је, 2,0... k. 
= 
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2.1. Demuéstrense las siguientes propiedades de las opo- 
raciones algebraicas sobre las matrices: 


а) A + B = B + A, À + (B + С) = (A + ñ) С; 
b) Ge CoA ka a a (A T ee + 9, 
AT z 


(BA); 
с) A (BC) = (AB)C, A (В + C) = АВ + AC. 
Calcúlense las combinaciones lineales de las matrices А 
y B: 


"m 24-4 RUM 
22, : Я ad m( 7323) 


2.3. +i) Ai (1-0B, a-( p nal ñ en 


Calcúlense: 
2.4. (3 —2\{3 4 2.5. (2 —3Y (9 —6 
6-963. (6 а): 
2.6. (4 Зүү —28 93Y (1 3 
G Jl 38 аа A 


2.7. —3 2X (256 
( —4 Jl 2 J 
2 —593/\132 


= 


2.8. /5 8 —4 
( 9 3k 4-1 | 
473 
2.9. [50 6 
f 1 e —2 
31—12 7 
4 
2.10. 3: 
I 4 
(40-234) | 1 
5 
L 3 


455 


241. /001 


112 EUM э 
223]| 2 (i 4 
334 


2.32. [1 =] 2.13. f "i 
б ER 047 + «cR 
2.14. (А B 2.15. iain | 
, R a 
le À (к з 


Hállese el valor del polinomio ў (А) de la matriz А: 


2.16. f (2) = 322—4, a=( M 


12 
2.17. f (z) = —3r 4-1, 4-(. | a 


1—23 
2.18. f (2) = 323 —2z +5, ^ —4 j. 
3 —5 2 
Las matrices А y B se denominan conmutativas, si АВ = BA. 
Hállense todas las matrices, conmutativas con la dada: 
249. [1 2 2.20. (7 —8 2.21. /3 1 0 
b n? И a ( 3 j. 
003 
2.22. Hállense todas las matrices de segundo orden, cuyos 
cuadrados son iguales а la matriz nula О = [š A š 
2.23. Ilállense todas las matrices de segundo orden, cuyos 


cuadrados son iguales a la matriz unidad £ = (5 3 


2.24. ¿Cómo variará el producto А В de las matrices А y 
y B, si: 

a) cambiamos de lugar las filas i-ésima y J-6sima de la 
matriz (4; 

b) a la ¿-ésima fila de la matriz A sumamos la /-ósima 
fila multiplicada por el número а, 

с) cambiamos de lugar las columnas i-ósima y J-ésima de 
la matriz B, 
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d) а la i-ésima columna de la matriz J le sumamos la 
j-ósima columna multiplicada por el número a? 


Una matriz АТ so Паша transpuesta respecto a la matriz A, si 
cumple la condición aj; = а;у para cualesquiera i, J, donde aj yafjson 
los elementos de las matrices Ay y Ар, respectivamente, 


2.25. Demuéstrense las relaciones siguientes: 
a) (AT)T = А; b) (A + B)T = AT + Br; 
b) (АВ)т = BTAT. 


Una matriz cuadrada B recibe el nombre de matriz simétrica, 
si BT = B. Una matriz cuadrada C sellama antisimétrica, si CT = — С. 


2.26. Demuéstrese quo cualquier matriz A puede ser re- 
prosentada y, además, unfvocamento en la forma А = В + C 
donde В es una matriz simétrica y C, antisimétrica. 


2. Matriz inversa, Una matriz cuadrada А so denomina degenerada 
(singular), si su determinante es igual a coro; ea caso contrario, se 
llama regular. Si А es una matriz regular, existe una única matriz 
A7! tal que se verifica 


AAA — АЗА = 


E, 


donde E es la matriz unidad (es decir, la diagonal principal de osta 
matriz está ocupada por las unidades, mientras que todos los demás 
elementos son nulos). La matriz A”! se llama inversa de la matriz A. 

Indiquemos los métodos prineipales de cáleulo de la matriz 
inversa. 

ME'TODO DE LA MATRIZ ADJUNTA. Una matriz A V ,euyoselementos 
soncomplementos algebraicos do los elementos correspondientes de 
la matriz A (véaso la fórmula (5) dol $1), recibe el nombre de matriz 
adjunta a la matriz A. Se verifica la igualdad 


(АМ)ТА = А (AW) = det A-E. 


De aquí proviene que si А es una matriz regular, entonces se tiene 


£ 


ощ 
477444 


(AV)T. 


EJEMPLO1. Hálleso А A mediante el método de la matriz adjunta, si 


1 2—1 
-({ 0 2). 
4 —2 5 
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4 Tenemos del А = —4. Hallesnos los complementos algebrai- 
соз de los elementos correspondientes de la matriz А: 


“2 2.1 2-1 
E s[-^ an *=—|_; 5 


PU —— ИЙ 


—6, л, »2-[ 3. AQ. DL. 
12 


) y ANT 


—1 2—1 
=( 7/4 —9/4 ш) , 
3⁄2 —5/2 3⁄2, 


METODO DE TRANSFORMACIONES ELEMENTALES. Se denominan 
transformaciones elementales de una matriz las siguientes: 

1) permutación de Јаз filas (columnas); 

j 2) multiplicación de la fila (columna) por nu número distinto 
de cero; 

3) adición a los elementos de una fila (columna) de los elementos 
correspondientes de otra fila (columna), multiplicados previamente 
por cierto número, 

Para la matriz dada А de n-ósimo orden construyamos una matriz 
rectangular T4 = (А | £) de dimensión л x 2n, añadiendo a la dere- 
cha de A una riz unida. Luego, haciendo uso de las transformacio- 
nes elementales sobre las filas, reducimos la matriz T4 a la forma 
(E | B), lo que es siempre posible, si A es regular. En óste caso B = 


JEMPLO 2. Hállese А-1 para 


321 
(23), 
214 


empleando el método de transformaciones elementales. 
44 Formemos la matriz Pa: 
106 
014 
0601 


321 
nii 


214 


E. 


iante Үү, Yes үз las filas de 


matriz Pa, realicemos 
iguientes transformaciones: 


De resultas obtenemos sucesivamente 


321|1006 1 2/8 1⁄3 1/80 
(: 52|@10}—]0 7/8 2/3| —4j3 10] — 
214 


"001 0 —1/3 10/3 | —2/3 0 1 


10 1/7 5/7 —2[0 100 3⁄4 —7/24 —1/24 
ЕЯ ( 1 27|—47 3/7 o) — (o 10|—1/2 5/12 Si) . 
O 0247|—67 1/71 mua | —tj4 1/24 7/24 


Por consiguiente, 


3/4 —7/24 —1/24 
e (7t 5/2 ) 
—1A 1⁄4 2 


Hállense las inversas para las siguientes matrices, usan- 
do el método de la matriz adjunta: 


2.27. Ë 2 2.28. G; 5 2.29. (° 8 


34 57 sena cosa 


2.30. /2 5 7 2.31. /3 —4 5 
( 5 4 Ë -8 || 


5. —2 3, d ec = 
232. (114... 4] 

011...1 

004...1 

[000... 1) 


Hállense las inversas de las siguientes matrices, emplean- 
do el método de las transformaciones elementales: 
2.33. ( T ) 2.34. /1 2 2 


394]. 2 1-2] 
453 2-2 1 
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285% 4 +í 4 4 2.36. /3 3 —4 —3 


£ 1—1-4 06 4 1 
1-4 1-4): 54 2 4 
01-4 -4 4 23 3 2 
2.37. (110 ...0) 238, 004 —1 
011...0 031 4 
001... 0(- 276 —1 
looo... t) pazen 


Rosuélvanso las ecuaciones matriciales: 


2.39. /1 2 3 5) 240. (8 —2)_ (—12 
Ë 2)-х-(5 | xls (se) 
244. /3 -1ү /5 бү _ {1416 
M L6 3-( 9 «sl 


242, [1 2-3 1-30 
Ë 2 zie (n 27 


2-1 0 10 18) 


2.43. ЖЕ 3. 4 —8 30 
а 1-3 2) 9 o). 
—5 2 1 -2 15 0, 


2.44. Demuéstronse las siguientes igualdados: 
а) (алу = TA b) (Byte A; 
©) (477 = (Ат). 


$ 3. Espacio de vectores aritméticos. 
Rango de una matriz 
1. Vectores aritméticos. Se denomina vector aritmético real (com- 


plejo) toda totalidad ordenada de n números reales (complejos) y so 
designa por el simbolo 


z = (Ly, Tas + + =+ Zn)- 
Los números лү, гу, - + => Zp Se llaman componentes del vector aritmé- 
tico z. 


Sobre los vectores aritu 
ciones, 
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ticos se introducen las siguientes opera- 


Adición: si 


ж = (z Tm -vr шщ), Y (sun n э), 


entonces 
ж + у = (а a za F ym + m E n) aq 


Multiplicación por ип número: si À es un número (real o complejo) 
Yy z = (zy, Lay «+», Za) es un vector aritmético, entonces 


Arc (zn Are s.s. Arg). (2 


Un conjunto de todos los vectores aritméticos reales (complejos) 
de n componentes соп las operaciones de adición (1) y multiplicación 
por un número (2), introducidas más arriba, lleva el nombre de espacio 
de vectores aritméticos (real o complejo, respectivamente). lin lo suce- 
sivo se considerará, siempre que no se diga lo contrario, un espacio real 
de vectores aritméticos denotado por el símbolo К". 

Un sistema de vectores aritméticos (ау, ..., £4} se denomina 
linealmente dependiente, si existen números 2, ..., 4s, que no son 
iguales a cero simul amente, de tal género que Aa +... 
+ ма, = 0 (donde 0 = (0, 0, . ..., 0) es el vector nulo). De lo contra- 
riocl sistema se llamará linealmetnte independiente. 

Supongamos que Q es un conjunto arbitrario de;vcetoros aritméti- 
cos. El sistema de vectores Y = e + + «y е5) se denomina base en Q, 
Si se cumplen las siguientes condiciones: 

а) e € Q, k= f, 2,..., 5 

b: el sistema 38 = (ey, --., ек) es linealmente independiente; 

€) para cualquier vector 2 € Q se encontrarán nnos números 
M» + +», Ag tales, quo 


2= У Mer. B 


pz 


La fórmula £ se denomina descomposición del voctor z sogün la 
base Y. Los cocficientos Ay, . . ., Ag se definen unívocamento por el 
vector z y llevan el nombre de coordenadas do este vector en la base 3. 

Son vorídicas las siguientes afirmaciones: 

1) Todo sistema de vectores Q c R" tiene por lo menos una base, 
con la particularidad de que resulta que todas las bases de dicho sisto- 
ma se componen de un raismo número de vectores denominado rango 
del sistema Q y designado rang Q o bien r @- 

2) El rango de Lodo el espacio R" es igual a n y se llama dimenstón 
de este espacio; a título de base do R” podemos tomar ol siguiente siste- 
ma: 


e€3—(4 0, 0, ..., 0), 
(0, 4,0, ..., 0), 
€3=(0, 0, 1, ..., 0) (4) 


Esta baso suele llamarse canónica. 
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Fijemos una baso arbitraria 39 = (e. .. -, еп) en el espacio R”, 
En este caso a todo vector z se le puede poner en correspondencia 
biunívoca una colmana de sus coordenadas en dicha base, es decir, 


mmi -HEren €> X 
Tn 
OBSERVACION, Se deben distinguir los componentes de ип vector 
y sus coordenadas en cierta base. Aungue se emplean para las dos 
nociones mencionadas iguales designaciones, hay que tener cn cuenta 
w Jas coordenadas de un vector coinciden con los componentes de 
te sólo en una base canónica. 


Las operaciones lineales (1) y (2) sobre los vectores aritméticos en 
la forma coordenada tienen por expresión: 


204 y <> Z=X+Y (> =tio k=1,2,..., 2) 
y=l4<=>Y=1%-X (=> m= Алу, k=1, 2, ..., n)- 


3.1. Demuéstrese que las operaciones lineales (1) y (2) 
poseen las siguientes propiedades: 

4а) z + g = g + >; 

1b) (z + y) + z = > + (y +2) 

1c) z -+ 0 = z; 

14) Va, y3! z (2 = y + z) (el vector z recibe el nom- 
bre de diferencia de los vectores x е y y se designa así: 
2= 2 — y); 

2a) À (uz) = (Aa para cualesquiera números À y p. 

2b) 1-2 = 2; 

За) А (z + y) = Ах + g; 

3b) (À + шх = Az + uz. 

Se dan los vectores: a, = (4, 1, 3, —2), a; = (1, 2, —3, 
2), аз = (16,9, 1, —3), a4 = (0,1, 2, 3), а, = (1, —1, 15,0). 
Hállense las siguientes combinaciones lineales: 

3.2. За, + 5а, — аз. 3.3. a, + 2a — a, — 2a. 

3.4. 2a, + 4a; — 2a,. 3.5. 1/2a, + За, — 1/2 «4 + ay. 

So dan los mismos vectores aritméticos ау, а, 43, 44, а; 
que figuran más arriba. Hállese el vector z a partir de las 
siguientes ecuaciones: 

3.6. 27--a, — 2a, — as = 0. 3.7. a, — 3а += + 
+ a, = 0. 

8.8. 2 (ai — z) + 5 (a, + z) = 

3.9. 3 (аз + 2z) — 2 (a; — z) 
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3.10. Demuéstrese que todo sistema de vectores que: 

a) contiene dos veclores iguales, 

b) contiene dos vectores que se diferencian en un factor 
numérico, 

€) contiene el vector nulo, 

d) contiene un subsistema linealmente dependiente es 
linealmente dependiente. 

Aclárese si son linealmente dependientes o linoalmente 
independientes los siguientes sistemas de vectores aribmé- 
ticos: 

З.И. z, = (—3, 1, 5), za = (6, —3, 15). 

3.12. x; = (1, 2, 3, 0), zs = (2, 4, 6, 0). 


3.13. z, = (2, —3, 1), z, = (3, —1, 5), z, = (1, —4, 3). 
| е жу = (1,2—1, 3 +i), z = (4— 14i, 1—34, 
—2й. 


3.15.* Muéstrese que el sistema de vectores aritméticos 
e, = (1, 1, 1, 1, 1), ег = (0, 1, 1, 1, 1), e = (0, 0, 1, 1, 1), 
e, = (0,0,0, 1, 1), e; = (0, 0, 0, 0, 1) forma una base en Rš. 

Hállense las coordenadas del vector dado z en la base Y = 
= (es, . . ., ез) que figura on el problema 3.15. 

3.16**. z = (1, 0, 1, 0, 1). 3.17. z = (2, —1, 2, —1, 2). 

348. z = (5, 4, 3, 2, 1). 


2. Rango de una matriz. Suponganios que en la matriz 4 de di- 
mensión m x n se han elegido arbitrariamente & filas y k columnas 
(k «с mín (m, n). Los elementos que se hallan en la intersección de 
las filas y columnas elegidas forman una matriz cuadrada do orden k 

yo determinante se denomina menor de k-¿simo orden de la matriz A. 

El orden máximo r de los menores distintos de cero de la matriz A 
se Пата rango dle ésta, y cualquier menor de orden r, distinto de coro, 
menor básico. 

Las filas (columnas) de la matriz A de dimensión m x n pueden 
considerarse como un sistema de vectores arilinéticos de К” (дек, 
respectivamente). 

TEOREMA DEL MENOR BÁSICO, £i rango de una matriz es igual al ran- 
go del sistema de sus filas (columnas); además el sistema de [ilus (columnas) 
de la matriz que contiene el menor básico forma una base en el sistema de 
todas las filas (columnas) de esta matri 

Demos a conocer los métodos principales do cálenlo del rango de 
una matriz, 

MÉTODO DE MENORES OKLADOS, Supongamos que en uma matriz se fue 
hallado un menor de k-ósimo orden M, distinto de cero. Vamos a con- 
siderar sólo aquellos menores de (k + 1)-ésimo orden que contienen en 
sí (orlan) el menor M: si todos los menores cilados son nulos, el rango 
de la matriz es igual a k. De lo contrario entre los menores que orlan M 
se encontrará un menor no nulo de (k + 1)-ósimo orden y todo el pro- 
cedimiento se repito. 
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EJEMPLO 1. Hállese el rango de la matriz 


үш 


44 Fijemos un menor do segundo orden distinto do cero: 
—43 
м. =; | +0. 


El шепот del tercer orden 


2-4 3 
M= — í 
0 1-1 


que orla el menor M, es también distinto de cero. No obstante, ambos 
menores do cuarto orden que orlan M, son nulos; 


2-4 Ji 1 2— 30 
1-2 4j -4 13 š 1 
0 1-1] 3 ° apaja 
ЖЫТ К al 12745 


Por ollo el rango de А es igual а tres y M es, por ejemplo, el menor 
básico. р. 

El método de transformaciones elementales está basado en el hecho 
de que las transformaciones elementales (véase el p. 2 del $ 2) de una 
matriz no alteran su rango (véase el problema 3.24). Haciendo uso de 
estas transformaciones, podemos reducir la matriz a una forma tal que 
todos sus olementos, a excepción de а, ass + . -, ау„ (r < mín (m, n), 
sean iguales a coro, Por consiguiente, ol rango de la matriz os igual a r. 

EJEMPLO 2. Hállese el rango de la matriz 
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< Realizando sucesivamete las transformaciones elementales, 
tendremos: 


о 2 —4 14 —5 4 4 —5 
—1 —4 5 23 0 0 —5 10 
$ 1 т{—{3з1 т{- {0-и 22{— 

0 5—10 05—10 0 5—10 
2 3 0 02 —4 XU 2 —4 

14 —5 100 

01 —2 010 

>|]0t-2f->[o000 

01 —2 000 

01 —2 000 


El rango de la úl matriz es igual a dos, por lo enal el do la matriz 
de partida también es igual a dos. фә» 


Hállese el rango de la matriz, empleando el método de los 
menores orlados: 


3.19. /2 —13 —24 3.20. 1 3 5 —1 
(is n 2-1-3 4 
2—11 82 5 1—1 17 

t T 9 L 


3.21. (3-1 32 5 
5—3 23 4 
1—3 —5 0 —7 
7—5 14 1 

4A qué es igual el rango de la matriz А para diferentes 

valores de А? 
3.22. /31 14 3.23. 1 14-12 
А=| 1410 1 - 4 TI 

17173 1 10 -6 À 
22 43 


3.24. Muéstrese quo las transformaciones elementales no 
cambian el rango de la matriz. 

Calcálese el rango de la matriz empleando cl método do 
las transformaciones elementales: 
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75 94 53 132 
75 94 54 134 
25 82 20 48 

3.26. (s -6735 201 3) 


3.25. E 31 17 43 


26 98 23 —294 86 
46 —428 1 1284 52 
3.27. ,24 10 30 72 —38 
49 40 73 147 —80 
73 59 98 249 —148 f° 
4736 71 141 —72 
3.28. (17 —28 45 11 39 
24 -3781 13 50 
25 -.7 82 —18 —11|. 
3 1219 —43 —55 
42 13 29 —55 —68 
3.29. Demuéstrese que si el producto de las matrices АВ 
está definido, entonces rang (45) «C mín (rang А, rang B}. 
3.30. Sea A una matriz regular y sean las matrices B y C 
de tal género que AB, CA quedan definidos. Demuéstrose 
que rang (АВ) = rang B y rang (CA) = rang C. 
3.31. Demuéstrose que si la suma A + В do Jas matrices 
está definida, ontonces 


rang (A + В) < rang A + rang B. 


El консер de rango de una matriz se emplea para investigar la 
dependencia lineal del sistema de veetores aritméticos. 
EJEMPLO 3. Aclárese si es linealmente dependiente o independien- 
aritinéticos a, = (2, — s 
: lese su rango y una base cualquiera. _ 
la matriz A, cuyos vectores columna están repre- 
sentados por а, ds, ау: 
1 
-5]. 
-3 


2 31 
А (ana, Е -i 
г А cs igual a 2. Por 


1 
No es difícil ver que el rango de la mat: ев dg . 
consiguiente, el sistema de partida de los vectores aritinólieos eslineal- 
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J аз = (3, —4, 5), 


mento dependiente y su rango es también igual a 2 (según el teorema 
del menor básico). El menor de segundo orden 


m=] ler 


es distinto de coro, razón por la спа юбь ser tomado сото básico. 
Deaquí se deduce que los vectores aritméticos ау y a, forman la base 
del sistema de partida. > 


Aclárese si son linealmente dependientes o independien- 

tos los sistemas do vectores siguientes: 
.2=(1,4,4,1) ту = (1, —4, —4, 1), mg = (1, 

At —1), а= 4, 4, —1, 1). 

3.38. z, = (4, —5,2,8), 2, = (2, —2, 1, 3), ж» = (6, —3, 
3, 9), 24 = (4, —1, 5, 6). 

Hállese el rango del sistema de уйше 

3.34. a, = (1, —1,0, 0), аз = (0, ^s 1,0), a, = (1,0, 
—1, 1), a, = (0, 0, 0, 4), a, = (3, —5, 2, —3). 

8.85. a, = (1, i, —1, —i, 1), а = ч, —i, A, i, 1), 
а (4, — 1,4. —4, 1), apm (3, —1, —1, —1, 3). 

Hállenso todos los valores de М, рага los cuales el vector 
æ se expresa linealmente mediante los vectores ry n аз: 

3.36. а, e 3, 5), a4,—(3, 7, 8), аз = (1, —6, 1), z = 


3.97. a; = (3, 2, 5), a4 — (274, 7), as = (5, 6, А), 2 


3:88. a, = (8, 2, 6), а, = (7, 3, 9), a, = (5, 1, 3), 
а = (A, 2, 5). 


Hállense el rango y una base cualquiera del sistema de 
vectores dado: 


= (5, 2, 3, 1) a, = (4, 4, —2, 3), a; = 
2 ‚4, —1, 2). 


1.3 3, 5 a, = (4, —3, 1, 3), as = 
, 3, 4), a, = (4, —1, 45, 17), a, = (7, 8, —7, 9. 
s (1, 2, 3, —4), а, = @, 3, & a 
-Q, —5, 8, —3), a, = (5, 26, —9, —12), а, 3, — 44 ?3. 
Hállense el rango y todas las bases del sistema de voc- 
tores: 
б. ¿e a, = (4, 2, 0, 0), as = (4, 2, 3, 4), as = (3, 6, 
3.43. a, = у 2, 3, 4), a, = (2, 3, 4, 5), a, = (8, 4, 5, 
6), a, = (4, 5, 6, 7). 
ES 3.44. a, (2, 1, —3, 1), a4 = (4, 2, —6, 2), a, = (6, 3, 
—9, 3), aç = (1, 1, 130 


167 


$ 4. Sistemas de ecuaciones lineales 


4, Regla de Cramer. Sea dado un sistema de n ecuaciones lineales 

con n incógnitas del tipo 
ац Кац Балте, 
Gmnzias|era-F...-Fasnza 0, 


апу tantat.» аптап Un, 


(t) 


o bien, en la forma matricial, AX = B, donde 


EZ b, 

Arta +- Cin + um 

z , 

= |9 |, х= 4 с ^ d 
Anya: >a Е 

тзп... бат Жы " 


REGLA DE CRAMER, Si en el sistema (1) det А = А 340, es decir, 
la matriz А tione su inversa A-t, entonces el sistema (1) tiene una, 
y sólo una, solución 


X — AB, 
o bien, en la notación por componentes, 


aei, guam 


^ 


dondo A; es un determinante que se obtiene del determinante A susti- 
tuyendo en osto último la i-ésima columna рог la de términos ілсе 
pendientes. 

EJEMPLO 1, Resuélvaso el sistema de ecuaciones 


32 +22, + zs = 5, 
2z — z+ z = 6, 
z + Say = — 3. 


“п, 


3 21 
< La matriz -( —1 1) es regular, puesto que det A= 
1 50, 


= —23-0. La matriz adjunta AV tiene por exprosión 


—5 5 3 
“-( 1 =i =). 
it —13 —7 


Por consiguiente, 
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es decir, тү = 2, r, = — 1, х= 1. > 
` 


Resuélvanse según la regla de Cramer los sistemas 
siguientes: 


44. Зх — 5y = 13, 4.2. Зх — 4y = 1. 
2z — Ty = 81. Зх + 4y = 18, 
4.3. 2uz — 3by = 0, 44. 7х 2y -A За = 15, 
Зал — 6by == ab. 5л — 3y 22 
107 — 11у 4 52 k 
4.5. 2z+ y = 5, 4.6. r+ у — 22 = 6, 
z + 3z = 16, 2х + Зу — Tz = 16, 
5y — z = 10. 5z + 2y + š = 16. 
4.7. 4.8. 
Amp + 4x, + бла + Dx, = 0. 2x, — хт, + 329 + 2x. 
2, + 32 — = 10, За, + 32, 4 Ae, + 2r. 
үч жр — баз 40, — 3m — — z – 2, = 6, 
Bz, + 2x7 = 1. 3z, — Za + 32 — m =ô. 


4.9*. Domuéstrese que para cualesquiera distintos nú- 
meros тү, Za, ху y cualesquiera números уу, уу, Уз existe 
un único polinomio у = f (z) de grado <2, рага c! cual 


а) = уь і= 1, 2, 3. 


¿Cuándo el grado de este polinomio es <2 (igual а 1, igwal 
a 0)? 
Hállese el polinomio f (z) a partir de las condiciones 
dadas: 
4.40. f (1) 4, 700) 29, 122 = —3. 
1 


444. fj (2) = б. ¿j= 1,2, 3, Si; 


Resuélvanse los sistemas de ecuaciones: 


4.12. 4.13. 


52 + 8z, + 23 2z, — 3z, + 23 = —7, 

Эх, — 2z4 + бх, а + áz, + 2x4 = —1, 

2r, + — zs Я ту — 4а» = —5. 
4.14. 4.15. 


22, 2x, — z+ „= 4,21, + 32, + Mx, 4-57, 
áz, + 3z,— T, + 2r, = 6, z + Tat буз +- 2r, 
Sz, + 5z, — 32, + áz, = 12, 2z, + m, + 329 + 224 
Sr + 32, = 92; 4 2x. — 6. а +27 + Amp + e 
4.16. 2 + 5: i 

zd r. 
22, + 10z, + 973 + 9л, — 40 
Эх, + Bz, + 9z; + 2%, — 37 5 

4,17. За + 4z, -+ zs + 22, + 3 = 0, 

Зх, + 5л, + Заз + Sz, + 6 = 0, 

6z, + 8z, + z3 -+ 5z (+ 8 = 0, 

3a, + 5z + 3z; + 774 8 = 0. 


2. Solución de los siste: 


arbitrarios. Sea dado un sistematde 
m ecuaciones lineales con z i 


mitas del Lipo general 
аца F пух, + 
ала F ал+. 


+ maza = bs 
+ mna = ba B 


[EP ELE 
o hien, en la forma matricial, 
АХ = В, 
donde 
z, 
A=[%n “ же в-ф T 
ашу Gma -+ Amn isi б 


Si B = 0, el sistema se Пата homogéneo, en caso contrario os 
no homogéneo. 

Se denomina solución del sistema (2) todo vector columna do n 
componentes Y que convierte la ecuación matricial (3) en una igualdad 
(un vector tico = € R”, correspondiente a la solución X, tam- 
bién se tla solución del sistema (2)) Un sistema se denomina 
compatible, si tiene por lo menos una solución, de lo contrario se deno- 
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mina incompatible. Dos sistemas se llaman equivalentes, siempre que 
coinciden los conjuntos de sus soluciones. 

TEOREMA DE KRONEGCKER— CAPELLI. Para que el sistema (3) sea 
compatible, es necesario y suficiente que se verifique 


rang А = rang A, (4) 


donde А = (А | B) es la matriz ampliada del sistema. 

Supongamos que rang А = rang A = r, es decir, ol sistema es 
compatible. Sin restringir la generalidad de nuestros razonamientos 
convengamos en considerar que el menor básico se halla on las prim 
таз r (1 «© r< mín (m, n)) filas y columnas de la matriz 4. Desechai 
de Шы. últimas m-r ecuaciones del distema (2), escribimos un sistema 
reducido: 


аца Банана, rara... арза 
с EA Eure ль а ly doces iet [2 


а.а +45. razi T. Бага =b, 


el cuales equivalente al de partida. Llamaremos básicas a las incógnitas 
Ziv » - +» Tr, y libres, a las incógnitas хад, +. ., zz; los sumandos que 
contienen incógnitas libres los trasladamos al segundo miembro de las 
ecuaciones (5). Obtenemos un sistema respecto de las incógnitas básicas: 


апа ie eter, == ay арн iin, 


pii b cb app tp =br— ap, тыта тапа 


el cual рага todo juego de valores de las incógnitas libres 2,41 = су, 

++ Zn = се, tione una única solución xi (ср, +. 0. с), sss. 
tp (су, +, с) que se halla según la regla de Cramer. La soluci 
correspondiento del sistema reducido y, por endo, del de partida tiene 
por expresión 


^ бағ) 


Е 


ОРА Е rre a 
eí 


l e | 


La fórmula (0) que expresa la solución arbitraria del sistema en forma 
de la función vectorial de »-r incógnitas Hbres Heva el nombre de 
solución general del sistema (2). 
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EyempLo 2. Establózcase la compatibilidad y hállese la solución 
general del sistema 


25) + Ta — Ty — Sre = 2, z+ za — 7z = 3, 
2z,— Зз; -4 z= 1, 2 + 3ze— år, — 22, = 3. 
44 Escribamos las matrices principal y ampliada del sistema: 


ers 21—1—3|2 
1—7 

aces ox? ins). 

zug 2 02—3 1/1 

23 —4 —2| 3 


23 —4 —2 
Puesto que rang A = rang A = 2 (compruébeso), el sistema de 
partida es compatible. 
Elijamos a título de menor básico el M, 2 E | En este caso 


las incógnitas z,, z, son básicas y zs, x, son libres, mientras que ol 
sistema reducido tione por expresión 


2n ка = 24 234 За, 432 47% 


Suponiendo ху = су, ту = c, y resolviendo el sistema reducido 
respecto de las incógnitas básicas, obtenemos 


3 1 7 1 3 4 
ж=ў-та+ут n-d ат 


Por consiguiente, la solución general del sistema de partida tiene por 
expresión 


7 
i-is] 


хо edm | Rape 


ME ME 


Investíguese la compatibilidad y hállese la solución 
general de Jos siguientes sistemas: 


418. z—V3y—1, 419. Vàz— 5y=V5, 
y — зу = y3. z— Vš = 5. 
4.20. 22— y + z= —2,4.21. хт--2у—%= 1, 
z + 2y + 3z = —1, 224 у—5@=— 1, 
z — 8у — 22 3. ЕЯ у z 2. 
4.22. 4.23. 
Зар — 2z, — Dx. H а = 3, m + x, — Oz, — Ал, = 6, 
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Da, — 3r, + zs + 57, = —3, m — Ta 


cb 2x,— 4x, —3, 22, + Зд, d 
Ly — Z — 4zs + 9z (= 22. 3, t- 2x, d- 
4.24. 4.25. 


2x, + 7z, + Заз + x4 = 6, 32, — Drg -d 2 | 
Sz, + 5z, + 223 + 224 = 4, Ta, — Ax, + zs + д 
Qm Hárs + as T0, 2. 52, + 123 — б — бт, = 3. 
4.26. 4.27. 
Ir, — 32, + 52,4 + б, = 4, 32, + 223 + 25 -- 21, = 
62, — 22; + 924 + ár, — 5, 22, + 915 + 225 + 92 
Sz,—2,-4-92,-F14r,— —8. 924224 42; — 0, = 1, 
22, + 2л» 3r -H 4җ, = 5, 
T2, + Tg 4-615 — z, — 7. 
4.28. z,- z; 924 — 22, + 325 
22, + 22, + áz — 24 + Зл 
32, 4 324 925 — 22, -H 32; 
22, + 22, + хз — 32, + 92, = 2. 
4.29. 22, — zs -H zs + 2, -- 92, = 2, 
бл, — 32, 4 224- 47, 52 — 3, 
бх, — 32; + 4z 4-81, 4-132; — 9, 
4z —2z, d ху} z,-- 224 — 1. 
12z, + 142 — 152, + 2áz, -- 272, — 5, 
16x, -4 1825 — 2223 -H 202, -- 3725 — 8, 
48z, i- 2025 - 242, |- 92, t 412, = 9, 
102, 4-122; — 162 + 207, * 232, = 4. 
4.31. 242, 4- 142, + 302, + 402, + 412; = 28, 
362, F 21x, i- 4973 -+ 012, + 022, = 43, 
482, + 282, 6077 + 82x, + 8327, == 58, 
602, + 3525 4. 7519 4 992, 4 1027, — 69. 


4.30. 


Investíguese la compatibilidad y hállese la solución 
general en función del valor del parámetro À: 


4.32. 4.33. 
бх, — 3z, + 2z; + 4r, = 3, Am + oxi db oz. d z(£ = 1, 
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de — Îr, + dx + Tr.— 1, m tir + + z,= 1, 
82, — Üz, — ар — бл = 9, + зә a + 241. 
7a, — Заз Tr + 112, — À z+ + ts tin =i. 


434. Эду — ж + Amy дл = 5, 
Ал, — 2z, + 523 + Oz, = 7, 
бх, — Зх, + 7х,+{+ 8z¿= 9, 
Azı — ёд, + 923 + 1014 = 14. 
4.35. (1 + 3) zi + Le + 23 = 1, 
mz + (Í + 2) zs + z = 1, 
zy + za + (04 À) z = 1. 


3. Sistemas homogéneos, Un sistema homogéneo AX = О es 
siempre compatible, puesto que tiene la solución trivial X = О. 
Para quo exista una solución no trivial del sistemu homogéneo, es 
necesario y suficiente que se cumpla la condición r = rang А < п 
(para m = n esta condición implica qne det А = 0). 

Sea Q= К® un conjunto de todas las soluciones del sistema homo- 
gónco. Cualquier baso en el conjunto Q consiste de л-г vectores ey, -  ., 
voy ёл. Un sistema de vectores columna Ey, . . ., En-r, correspon- 
díente al conjunto citado en la base canónica, se denomina sistema 
fundamental de soluciones. La solución general del sistema homogéneo 
tiene por expresión 


X = aE, +... Йа 


ĉn-r Son constantes arbitrarias. 

ciones básicas £j, ..., Enep pueden obtenerse por el 
método expuesto en el p. 2, si a las incógnitas libres so los asignan 
consecutivamento el valor 1, suponiendo quo las demás incógnitas 


son nulas. 
EJEMPLO 3. Hállonse el sistema fundamental de soluciones y la 
solución general del siguiente sistema homogéneo de ecuaciones: 


Эм + z, — Br + 2,4 2$ = 0, 
224 — 22, — Зв — 724 4- 2z, 
z, + Ma, — 12r, + Зд, — 525 = 0, 
z, — 52, + 2ra — 165, H Ieg 
< La matriz de los cooficientes 
- DE 
—3 —1 2 


111 —12 м—5 
1—5 2—16 3, 
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tiene ol rango r = 2 (jcompruébesel). Elijamos a título de menor bási- 
co el Ma ж. s£ 0. En este caso el sistema reducido tendrá por 


expresión 
Be + Ta = 8лу— 274 — sy, 22, — 22, = Элу - 72, — 215, 


2 


do donde, al poner ха = су, 24 = су, zs = ca, hallamos 


19 3 1 17 25 1 
n=- apaty gag aL 


La solución general del sistema es 


(аот) 


Хб, с са) | 8 27787 2^ 
в 
Ca 
< 
De la solución general hallamos el sistema fundamental de 
6 m 
8 8 
E E 
E, =X(t, 0, 0)= 8 |, £¿=X(0, 1, 0) = Bl. 
1 0 
0 1 
o) b ov 


1 

Ea 

[| 
Е,=Х (0, 0, =| 2]. 

0 

0 

1 


Con la utilización del sistema fundamental, la solución general puedo 
ser escrita en la forma 


X (а, en ed = су EL + Ёз + ca Lo: de 


4.36. Demuéstrese que toda combinación lineal de solu- 
ciones de un sistema homogéneo de ecuaciones os también 
una solución de éste. 
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Hálense el sistema fundamental de soluciones y la 

solución general de los siguientes sistemas: 
437. 2 2x, — zx, = 0.38. t, — 22, — 32320, 
2a, + Әл, — Зх, = 0. 22, + Az, + 61,—0. 
4,39. 3z, + 2x, + 2, =0,4.40. 22, — 32, + Алу = 0, 
22, E F 323 = 0, a+ + у= 0, 
Элу + 42, + 224 = 0. Зл — 2z, + 223 = 0. 

+ áz — 3r,=0, 

Özg — 4z,= 
213 + 3r, = 0, 
Зх, + Se, + 2473 + 197, = 0. 
4.42, дар — Az + da + 3z, = 0, 
4x3 + 224 = 0, 
4 47zs + 1123 = 0. 


4.41. 


4.43, Эл; „+ zs + 3, + 
Ya, + Gr, + 5 
Зх, + 224 + 4x4 + 8х, 
ААА. x + zs + ъ= 
Ts — Z + = 0, 
а=—т, + z; — Ze 
а T zs + 
n = m 1 z; 


#45. 5z, + ба, — 219 + Tra + бау = 
2 — zs + ёга i 22, 
y — Заз + 524 + 62; 
«— Зз + z, + 6z; 


4.46. 2 b za + 2x4 + 32 
H 3z, + 425 = 0, 
B za -+ 52 = 0, 
Б бх, + 5r, = 0. 


A.A7.* Aclárese si las filas de cada una de las matrices 
30 —24 43 50 —5 
a 9 —15 8 5 3), 
4 2 9 —20 —30 


176 


4 29 —20 —3 
b=|1 442 13 4 
9 .-15 8 5 2 
forman un sistema fundamental de soluciones para el siste- 
ma de ecuaciones 
3z, + 42. + 229 + z+ 6z; = 0, 
bz, + 92, + Tzs + åra + Tz; = 0, 
áz, + 3z,— zy— z+ iir; = 0, 
тү + бл, + 8zs + 5л,— 40; = 0. 
Determínense los valores del parámetro a, para los 


cuales el sistema tiene soluciones no triviales y hállense 
estas soluciones: 
4.48. Ax, + 3a, + 227 = 0, 4.49. 2z, + zs + Зз = 0, 
az — “+ 23 = 0, 4zi — хт,„-| Tr, = 0, 
Br, z,d-4zx, = 0, м + ax, + 2x, = 0. 
Dado un sistema no homogéneo AX = B, la solución general de 
este sistema puede obtenerse como una suma de la solución general del 


correspondiente sistema homogéneo À X == 0 y una solución particular 
arbitraria del sistema no homogéneo. 


Hállense las soluciones generales de los sistemas no 
homogéneos, haciendo wso del sistema fundamental de 
soluciones de los sistemas homogéneos correspondientes: 

4.50. 2x, + z4 — — + z, = 1, 

ту— + xd 1—2, 
3a, + 32, — 8л; — Эль -- 4ш, 
Ах, + 5z, — 5ra — bz, + 7: 
4.91. 2т,— Zz,-- zy — + 2% 
а Б 2z,- Zat x. 2 
4r, — 10z, + Dag — Bza + 72, — 1, 
27, — Mar, + 124 — Tze + Mz; 


4.52. z,— z+ zx4— z+ x, — Tç = 1, 
2a, — 2z, + 224 + z, — Ta + x. = 1. 

4.53. жуар 227 | дз F ázq + Drs = 0, 

др — 2x, — 3g — 4x4 — Its = 2, 
2z, + 35 + åre + 5з, = —1. 


12—0806 177 


4. Método de Jordan—Gauss de eliminaciones sucesivas, Sirvién- 
donos de las transformaciones elementales sobre las filas e intercambio 
de las columnas, podemos reducir la matriz ampliada del sistema (2) 
а la siguiente forma ' 


ЕСЕТА 
01... Ua ууу... Son] 


00... er, v КАГА ` (7) 
00...0 0 e 0 [5a 


90x20. b O 0 S 


La matriz (7) es una matriz ampliada del sistema 


а + aisr ыгы T. T ayama = bt, 


Zab agita T (T аш, 
“siqa gn (8) 


Ze + af, туйга + > H arta = br, 
0 = bn 
оо, 


ar cual Mi саша, salvo la designación de las incógnitas, al sistemu 
o part 
E ° lo menos uno de los números bra. es diferente de 
coro, eÍ sistema (8) y, por tanto, el sistema do Pond (2) son incom- 
patibles. 
En cambio, si biy = = = Ü, el sistema es compatible 
hs las fórmulas (8) proporcionan, de pons la expresión explícita para 
БЕДЕ básicas zı, . . . , z, en,térmimos de las incógnitas libres 


fp) c6 
EJEMPLO. 4. Hállese la solución goneral del sistema 


а — 2а + 21 


За — 2, — 2zs =1 


z, — 205 — z = 4, 


Z, + 3r, — 25 — 2z, 


T, 


empleando vl método de Jordan— Gauss. 
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4 Al realizar las transformaciones elementales sobre las filas de 
la matriz ampliada, obtenemos 


ї—2 0 1|—3 
з—1—2 oj 4 
"la 1-2—1| 4]> 


4 
4 3-22] 7 


Las primoras dos filas de la última matriz constituyen la matriz 
ampliada del sistema 


4 1 
э—уз—у=\, 


que es equivalente al de partida. Considerando ху, z4, como incógnitas 

básicas у zs, «4, como incógnitas libros, obtenemos la solución gonoral 
ZI og g 

en la forma 


X (су, с) = 


Empleando el método de Jordan — Gauss, investígnose 
la compatibilidad y hállose la solución general de los siguien- 
les sistemas: 


4.54. 4.55. 
tit 22. 3zə + o 4x,—0,. z; + ta 
72, 4- 14z,; + 202, + 27z = 0, 2, + z, + Ty 
52, + 40z,+ 162, + 102, — — 2, ratat = 
Brt 5ze+ бхз + 1324— zs + zx, + z, = 2, 
+ z; = —i. 
4.56. 105z, — 175z, — 345z; -|- 245z, = 84, 
90z, — 150z, — 270zs -i- 2102; 72, 
Тл, — 1252, — 2252: + 175z, = 59. 
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4.57. 4.58. 


Sz, + 12x. Таџ — Элу — 2zy4 — 4x4 = 8, 
142 + 242. —30 + 2x,-b z, d- 2r, = — 3, 
9, + dim, = 0, быча x. узе Dx om da 
1673 + 207, = 0, —2 + zs, + 24z, = 1, 
10z, 4- 12z, = 22, — z+ + 22, = 3. 


15z, + 182, = 33. 


$ 5. Algunos problemas de cálculo del álgebra lineal 


1. Operaciones sobre las matrices 


En los problemas 5.1—5.4 fórmense los subprogramas 
indicados, empleando el lenguaje de FORTRAN. 

5.1. Subprograma de adición de dos matrices de dimen- 
sión m X п. Los parámetros son: A, B, С, M, N, donde 
A y B son las tablas bidimensionales de dimensión M X N 
que contienen las matrices de partida y C, una tabla bidi- 
mensional de dimensión M x Ñ para Ja matriz resultante. 

5.2, Subprograma de multiplicación de la matriz de 
dimensión m X n por el número о. Los parámetros son: 
А, M, М, ALFA, donde А cs una tabla bidimensional de 
dimensión M x N que contiene la matriz de partida antes 
del acceso al subprograma y el resultado obtenido después 
de los cálculos, ALFA = a. 

5.8. Subprograma de transposición de 1а matriz cuadrada. 
Los parámetros son: A, M, donde A es una tabla bidimen- 
sional de dimensión M X N que contiene la matriz de 
partida al principio de dos cálenlos y ol resultado obtenido 
después de éstos.. 

5.4. Subprograma de multiplicación de dos matrices. 
Los parámetros son: A, B, C, L, M, N, donde A, B y G 
son las tablas bidimensionales de dimensiones L x M, 
MXN y LXN, respectivamente, que contienen las 
matrices de partida y los resultados. 

5.5. Se dan las matrices 

0,625 —3,125 
16320 8 1,25 0 
-(_% 3,2 1,6 sal 0625 425 P 
—0,025 0,625 
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0,625 —3,125 0,625 
1,25 0 — 1,25 
065 125 0 
—0,625 0,625 3,125 
Hállense AB, BA y AC. 
5.6. Sean dadas Jas matrices 
25 —125 375 —5 
4,125 —2,75 55 —4,125 
A=] 8425 —4,875 —325 1,625 |° 
5,25 —5,25 —1,5 3,5 
2,8 6,4 3,6 1,8 
2 56241 
1,2 3,23 1,2 
0,8 0,8 0,6 0,4 
Hállense las matrices AB, BA y ATBT. 
5.7, Haciendo uso de los subprogramas obtenidos en los 
problemas 5.1—5.4, fórmeso on FORTRAN el programa de 


la resolución de los problemas 5.5, 5.6, y también de uno 
de los problemas 2.4—2.12 y 2.16—2.18. 


El método de conversión de una matriz con la ayuda de trausforma- 
ciones elementales (analizado en el p. 2, $ 2) puede ser descrito de la 
manora siguiente 


Gy Ojo s Cn [би ba .-- Ма 
ац aa 0n [bn бш... ban |, 


Es 


B= 


atas A A ЯК 
10... 0 аф), 


M) рд рб h 
Qua RO ... Q) 


А ІА Q к h 
0о1...04Ф,,,...@ [99 9 ... мю 


+10777 nn m 
T P 

MA - R 

00... 1] n! щы... ыл; 


donde (b;p) = Æ es la matriz unidad, mientras que los elementos de la 
matriz (afb) y (509) están asociados entre sí por las correlaciones 


a - D 

dm k=1,2,..... n, Pk. n, 
nm 

A }=1,2,...,п, 


at- 
а аео 0, 154,2, ..., k—1, kdi, 
ам 


path, .... п, а mag, 


Aim 1) 
Phi 1) 


МЮ н Dh) o uU 
dH eg ту ih ' 
afk 


i=4, 2, .... 


Е, MS ss n jmd A sun, DY =b- 


5.8. Fórmese en FORTRAN un subprograma do inver- 
sión de la matriz, empleando el método de transformaciones 
elementales. Los parámetros son: A, B, N, donde A y B 
son las tablas bidimensionales de dimensión N X N que 
contienen los elementos do las matrices de partida e inverti- 
da, respectivamente. Ta conservación de la tabla A después 
de los cáleulos, no se prevé. 

5.9. Hállese A7*, si 


0,24 0,84 0,68 0,88 
—0,84 0,24 —0,88 0,68 
—0,68 0,88 0,24 — 0,84 
—0,88 —0,68 084 0,24 
5.10. Hállese A~, si 

í — 0,96875 0,0625 0.125 0,35 0, 
0,0625 — 1,875 0,25 0,5 1 
2 


А= 


A=. 0,125 0,25 —3,5 1 
0,25 0,5 4 -6 4 
0,5 $ 2 4 —8 


5.11. Haciendo uso del subprograma obtenido en el 
problema 5.8, fórmese en FORTRAN un programa de resolu- 
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сїбп de los problemas 5.9, 5.40, у también de uno de los 
problemas 2.33—2.36 y 2.39—2.43. Al resolver las ecua- 
ciones matriciales en los problemas 2.30—2.43, utilícese 
е1 subprograma del problema 5.4. 


2. Cálculo de los determinantes, Representamos cl doterminanto 


An= para ay +0 
en la forma 
4. 0 20 
25 ар... а 
r у 
Ansa |9 Anmansn-r 
апі Г E 
a 8 E 


Los elementos de los determinantes An, An... - Ai, donde 
А) 
ан с а,в 
A e= | ¿ S аже x Y 


x do 
ы сем 


están ligados entre sí por las correlaciones 


E 
gone 
r= 
PX 


а =оф-)— y I=k+Í1,..., n, 


jk, ..., n. 
aas =a”, 
y 4-0 - 0 para todo k con An-ka + 0. Por ello 
Аһ = ар... 7)... of D. 


Si af? = 0, entonces, al tomar en considoración la variación del 
signo, so deben cambiar de lugar la primera y alguna otra filas del deter- 
minante А-1 de un modo tal que el clemento supórior izquierdo, 
llamado rector, no sea nulo. Con el fin de aumentar la exactitud de los 
cálculos, a título de elemento rector hay quo clegir cl elemento máximo 
segün cl módulo de todos aquellos que constituyen la primera columna 
de cada uno de Jos determinantes Аъ, k = 0, 1,..., n—2. 
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Кзкмго 1. Calcúlese el determinante 


51—21 
13 14 
^-|-26 05 
51 20 


10 a 0 


ы 28 14 38 
0228 44 38 ç + b 
Usb E e 54|= 
10 4 4 
64 —08 54 1 о o 
-—5j28 14 38|=—5-6,4-|04375 1,75 1,4375|— 
Q ж 4 0 4 — 


ENTM E. = t. 
= 04|; = |= 554- 1,75 jams 


1 0 


7564-5 4375 1,875 


|=5.0,4-4-1,870=20. > 


5.12. Fórmese en FORTRAN una función-subprograma 
para el cálculo del determinante de n-ésimo orden. Los pará- 
metros son: A, N, donde A es una tabla bidimensional de 
dimensión N x N. 
Calcúlense los determinantes: 
5.18. 1,6 8,1 1464,1 62,5 240,1 
0,8 2,7 133,1 12,5 34,3 
0848 242 5 9,8. 
4 45 55 25 35 
1,3 2,3 24,7 5,5 10,3 

5.14. 5 7,5 17,5 2,5 22,5 27,5 
3,2 —3,3 10,7 11 5,9 124 
17,5 10 22,5 —2,5 27,5 —12,5 
8,7 44 8,9 —1,1 13,1 —5,5. 
22,5 —10 27,5 2,5 32,5 5 
6,9 —3,4 91 14 93 112 

5.15. Haciendo изо de la función-subprograma obtenida 
en el problema 5.12, fórmese en FORTRAN el programa 
йе resolución de los problemas 5.13, 5.14 y uno de los pro- 
blemas 1.45—1.48, 
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3. Sistemas de ecuaciones lineales. Xi método de Jordan— Gauss 
(véase e] p. 3, $ 4) en el caso del sistema 


а 
Ж qizj=bi i=1,2,..., п, a) 
=. 


eonsiste en la eliminaeión sncesiva de las incógnitas, con la partienla- 
ridad de quo, eliminada Ја (%-1)-ésima incógnita, quedan las ecuacionos 


а 
lat MP, ik k4, ..., n, (2) 
En 


Ў 


donde 


A, айр aj, 


O) 
«(Юм 
мүк цә A DP =b. 


La exactitud de los cálculos aumenta cuando los elementos rectores afi) 
tienen ol módulo máximo on la primera columna del sistema (2). 

Para k= n en el sistema (2) queda una sola ecuación, de la cual 
so dotormina zp. Con esto se da por term procedimiento directo 
de los cálculos. El procedimiento inverso consiste en la búsqueda u 
siva de zp a partir de zy i3, +++) Zp, k = п—1,п—2,..., 1, determi- 
nados anteriormente. 

EJEMPLO 2. Resuélvaso el sistema de ecuaciones 


y аә 1а = 913, 


2n — Ta — 5ra — 25 


=a, + 427 — n — 


empleando eì método de Jordan—Gauss. 
ninando sucesivamente z, y zs y eligiendo a título de cle- 
mentos rectores los que son máximos según el módulo en las columnas 
correspondientes, obtenemos 
ж — 0,2 + 0,227 = 1,828 д — 0,22, + 0,277 = 1,826 (*) 
— 0,8, + 4,67, = 21,348 3,82, + 0,827 = 44,820, 
3,82, — 0,87, = 44,820, — — 0,62, + 4,6, = 21,348, 
z, — 0,210525 = 11,7963,(*) za = 6,3540, 
4,473724 = 28,4258, 


De las ecuaciones marcadas con asterisco encontramos al principio 
3,1338, y, a continuación, гу = 3,1820. p> 


z = 


5.16. Fórmese en FORTRAN el subprograma para 
resolver el sistema cuadrado de ecuaciones lineales por el 
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método de Jordan—Gauss. Los parámetros son: A, В, N, 
donde А es nna tabla bidimensional de clementos de la 
matriz del sistema, B es una tabla unidimensional que 
contiene términos independientes antes dol acceso al sub- 
programa y la solución del sistema después de Jos cálculos, 
N es el orden del sistema. 
5.17. Rosuélvase el sistema 

3,2z, + 5,42. + 4,227 + 2,27, = 2,6, 

24z, + 3,22, + 3,123 + 1 x= 4,8, 

1,22, + 0,42, — 0,81; — 0,87, = 3,6, 

4,Tx, + 10,42, + 9,727 + 9,724 = —8,4. 

5.18. Haciendo uso del subprograma obtenido en el 
problema 5.16, fórmese en FORTRAN un programa de 
resolución de uno de los problema 5.17, 4.4—4.8, 4.12—4.17, 
4.22 y 4.23. 


Método de ileraciones. Si para el sistema (1) se verifican las dosi- 
gualdaides Г 


n 
laul> Уу Тау. 4, 2...6 т (8) 
1 
dei 
^ 
su solución X—| : | satisface la relación X eum XU, es decir, 
~o 


En 
z= Wm 200, ¿=1,..., п, donde los componentes del vector 


karoo 


columna XC? se determinan por las igualdados z(9) — B; 


п 
zB 92, aj, ан=0, 


$a 


dl... k-0,1,... 


en las cuales f; = bila, Qij = — арац. 
EJEMPLO 3. |tesuélvase por el método de iteraciones el sistema 


Sz + 9,122, + 0,09, = 10, 
0,08x, + 4z, — 0,152, = 20, 
0.4821 — 0,062, + 32, = — 4,5. 


< El si satisface las condiciones (3) y en la diagonal prin- 
cipal de la m е disponen los elementos de la fila que son máximos 
según el módulo. Reduzcamos el sistema a Ja forma normal: 


2 0,024, — 0.01824, 
z—5 — 0.022, + 0,037. 
z = — 1,5 — 0,062, + 0,02z,. 
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Elijamos la aproximación mula хө-( E hallemos 


1,5 
хб), ХО), ХӨ); 

0=2 —0,024.5 —0,008.(—1,5) — —1,907, 
xU-5  —0,02-2 4-0,08.(—1,5) — =4,95, 
Y —1,5 —0,06-2 +0,02-5 = 4,5% 
“Puma —0,024-4,915 —0,018-(—1,52) — =1,90040, 
212-5 —0,02-1,907 --0,03-(—1,52) =4,91626, 
2 =-—1,5—0,06:1,907 — --0,02-4,915 = —1,51012, 
24300 —0,024-4,01626—0,018.(—1,51612) —1,9092000, 
065 —0,02.4,90940 4-0,08-(—1,51612) —- 4,9103284, 
A) —1,8—0,06-1,90940 4-0,02.4,91626 = — 1,5162388. 


Los primoros tres signos que siguen la coma en X) у X6) son iguales, 
por lo cual con la exactitud de hasta 0.001 Ja solución del sistema será 
el vector 


4,909, 
-( 4,010) > 
—1,516, 


5.19. Fórmese on FORTRAN un subprograma de la 
resolución del sistema de ecuaciones, empleando el método 
de iteraciones. Los parámetros son: A, B, X, N, EPS, 
donde A es la tabla bidimensional de elementos de la matriz 
del sistema, B os la tabla unidimensional que contiene los 
términos independientes, X es la tabla unidimensional con 
las soluciones del sistema, N es el orden del sistema, EPS 
es el error absoluto límite. 

Resuélvanse por el método de iteraciones los sistemas: 


5.20. 4,12, + 012, + 0,227 + 0,22, = 21,14, 
0,32, + 5,32, + 0,9, — 012, = —17,82, 
0,22, + 0,377 + 3,227 + 0,27 — 9,02, 
Oz, + 0,1z, + 0,22, — 9,1, = 17,08. 
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5.21. 2,4z, + 0,27, — 0,32; — 1,1z, + 5,82, = 23,84, 
0,32, + 0,1х„ + 112 + 10,274 + z; = 38,85, 
0,52, — 6,223 + 0,1ху + 1,574 — 1,22, = 17,23, 
0,12, + 2,12, + 5,1z4 + 0,2%, — 0,32, = 6,56, 
2,5z, + 0,12, + 0,277 + 0,32, + 0,435 = 6,63. 
5.22. Haciendo uso del subprograma obtenido en el 


problema 5.19, iórmese en FORTRAN un programa para 
la resolución de los problemas 5.20 y 5.21. 


RESPUESTAS 
1.1 18. 1.2. 4ab. 1.3. 1. 1.4. (a — b}. 
15.0. 16.2, —á, zj— —1, 17. A, keZ 


1.8. € Demwuéstrese quo el discriminante del trinomio cuadrado 
correspondiente es no negativo. 1.10. 0. 1.11. 0. 1.12. abc +- z (ab + 
+ bc + ca). 1.13. a? + $244 1. 1.14. sen (x — B) -+ sen (B — 
— y) + sen (y — о). 1.15. — 3. 1.16. 3 ү 1.17. — á + V 22. 1.18. 
(— оо, -Foo). 1.19. (4, -I-oo). 1.20. (—8, — 4). 1.24. Ө Muéstrese que 
la última columna del determinante de partida puede ser representada 


4% а а 1 
еп la forma (#)-е++( b? ) —(ab+ac--be) ( b p ( 1 ) 
e e с £ 


y hágase uso de € zn sión: 1.27. E parihota; p 
345 = 345 
=i aeh) 18 (379574) impar, 29 (21527384): 
раг. 1.30. Impar. 1.31. Impar. 1.32. La paridad de la sustitución coin- 
cide con la de n. 1.33. Si n es impar, la sustitución será par para cual- 
uier k; si n es par, la paridad de la sustitución coincidirá con la pari- 
dad Че k. 1.34. Figura con el signo menos. 1.35. Figura con el signo más. 
К: No Havre 1:21. Figure con el signo más. 1.38. i = 5, k = 1. 
S9. ¡=6, k= 2. 


1.40. 10z* 9. 141 (—1) апаз, п-1 > dni. 1.42, 0. 1.43. 
u) No vari Я b) no variará; с) se anulará; d) зо multiplicará 
at) 


por (—1) ? ; е) so multiplicará por (—1)?7. 1.44. а) 8а4-154- 
4100090; b) 2a—8b-+c+5d. 1.45. 0. 1.46. 4B. 1.47. 223, 


148. 91/10 (/ 3— V 2). 1. edP. 1.50. (be ED 0-2. 


i9. (be— 
4.51. nl. 1.82. 2n-L4. 1.59. 1. 1.54. (—1)^-1-m. 1.55. —aga, .. 


nmn-1) 


. (t c) 156. n41. 1.57. (—1) 


25 —3 242 0 
iu em 23. m aja #8. ( т 241) 
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24. G 2). 28 (0 o). 26. (20): 2л. ( % E 2.8. 


291 
и —2 29 56 °. 
(3 = 2). 2.9. (°). 2ле. (и). 241. [19]. 242. 
43 —17 26 17 = 

35 

13 —44 1 na An ana 
la Zz) s ERR (s 1) E БЫ G an ) = 1805 
совла —senna 8 45 = à 
(бала совла)" 246: (o з); MT (1 а): 


21 —23 15 a % 
248. | —18 3410]. 249. ) donde a y b son 
(3 Eor 


i A a 3b 
cualesquiera números. 2.20. (> тш) ‚ donde a y b son 
a bc 
cualesquiera números. 2.21. (s a ). donde a, b, c son cualesquiera 
00а 
а b А ` i 
números. 2.22. (: e donde a, b, c son números arbitrarios 
que satisfacen la relación at+-be=0. 2.23. + E; (2 a) , donde 


a3--bc-1. 2.24. a) la ¿simu y j-ósima filas del producto so 
cambiarán de lugar; b) a la i-ósima fila del producto se añadirá la 
j-ósima fila multiplicada por a; e) se cambiarán de lugar |; sima 
y j-ósima columnas; d) а la i-ésima columna del producto se añadirá 
la j-ésima columna mnltiplicada por œ. 


зат. (Fa i) 229 (5 а) 228 (ina шш). 


1 — —1 —8 29 —11 
2.30. (s 4 =). 2.31. E 18 2) . 
27 —29 24 1-3 1 


0 1—1..0 —18 2-48 
233. |o o 32..0 1. 233 | 5/8 — EE 


—2 1 1 


о 0 0...1 
а 
4j 2/9 2/9 QT da al 
2.34, (z 1⁄9 -in). £35.01. 54 12 
2/9 —2/9 1/9 Е М 
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2.37. ( o 4 A. (ya Í: 
D 0 ` pee, > 


4/6 12—16 10/8 
(E —4/2 5/6 —5/8 


2.38. 32 42—12 1 


4⁄2 42—12 1 


3-2 645 123 
240. (272, za. E 242, |212 ол (150 . 

(5 i) m fs 189 
22. (1, 4, 7, Т). 3.3. (4, 6, —35, —1). 3.4. (70, 40, —20, 40)" 
1,26, 1815. —111/„). 8.6. (—1/2, 1, 3, 3). 3. (17, —13, 44, 5). 
—8/5, —713, —16/3, —11/3). 3.9. a —29/8, 27/8, 8/8). 
3.11. Lineahnonte independiente. 4 inealinente üependiente. 
3.43. Linealmente independiente. 3.14. Linealmente dependiente. 
3. 15. @ Al escribir por componentes la igualdad vectorial ое; + 
Y Ogea + Gases + Uge 77 0, rop que ol sistema de cuatro 
ecunciones (cou relación a à Ga, s EX quo se obtiene tiene una solu- 
0. 3. ПА <q Pongamos ze, 4- zə eg + 
105 DM YD por rd 


E ur 2b “ж — ds 1 id mes s= 

3.17. — Зе, 4t Зе, 

a is 3.21. i DD 
25. 3. 3.26.2. . 

33. Linealmente depen- 

3.38. Ni para cuales- 

= (ay, as, а,). 


з= Яр а “у 3.40. r 


E. 8 = (a, E 4). 3.42. г= 2; 8, = (a, аз), Y, 
= (Ay, аз). Des r= 2, Š, = (a, 42), Ж, = (ау, as), Ba = (а, 44). 
3.44. r= 2, Y, ad. Ba = (ax аз), Ba = (as, а). 
41.2=16,y=7.41.2=2,y=3.43.2=—b, r= — š 


ы а 

2,2, = а, = 0. 4.9. o teni del “polinomio es inferior a dos, 

si se verifica la relación — gg) (zz м) (za — 

аз); si k == 0, el grado es E vnidad; T, lira es nulo. 
° Demuéstrese que el determinante del sistema a ecuaciones y; 

= az? + bz; + e, š = 1, 2, 3 (con Jas incógnitas a, b, c) es dist nto 


de cero. 
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2 


440, (1) =2.=504 3. 44. у (а) = 


Ei) e * 


he Emen, 


(u— zú) (2—23) 


1 
347 

—2,24— 1, z, = —1. 448. (14- V 3 с, e) Y. 4.19. El 
sistema incompatible. 4.20. El sistema es incompatible, 

АМ. (142) d-pe et. 42 (1,3, —2, 27. 
423. (0, 2, 1/3, —3/2. 424 —— P ROM 
ES up SEVA Y Ж ит 0700744 79 y 


—í ap en a) 425. El sistema os incompatible. 


1 13 15 


——— o — 


"T 7 


4.28. (o, —13+ 36, —7, 0). 4.27. (Ha 
1.01)" . 4.28. El sistema es incompatiblo, 4.29. (с, ex 5— 801+ 
+e, —3, 44-264 — 2) 7. 4,80, (2-2. to 
+2 b e) 431. (lt + ah ii 
en Fe e) + 432 Si À £ O, el sistema es incompatible 


si À=0, entonces O -paie la 


еа ca) e 438. Si AD QAS) o0 entonces X= 


3% 4); si A= —3, el sistema es incompatible; si 


À = 1, entonces X = (1 — cy — ĉa — Ca с, сз, ĉa)! i, = 8, 
entonces X = (д, 4 + 2с — 2e, 3—2c,, са) i si À s= 8, entonces 
0, 4—2c), 8—2с,, с)Т. 4.35. Si A (A + 3) = 0, entonces X = 
MN. jT: a m < 

mapa (dei si À = — 3, entonces ol s 


si À = 0, entonces X = (1—e,—es, сү, с) 7. 4.37. Ey, E, = (3,1, 5)7 
4.38. E, + сЕ, E, = (2, 1, 0)7, E, = (3,0, 197. 4.39. El sistema 
sólo tiene vna solución trivial. 4.40. c, Ej = (4, 1, —5)7. 4.41. 
ely + сЕ, E, = (8, —0, 1, 0)7, E, = (—7, 5, 0, 1T. 4.42. сү + 
+ сЕ, E, = (1, 0, —5/2, 1/2)Т, E, = (0, 1, 5, —Т)Т. A43. сүйү + 
+ 08, ++ саз, Бу = (1, 0, 0, —9/4, 3/4) T, E4—(0, 1, 0, —3/2, 1/2)", 
Ey = (0, 0, 1, —2, 4). 4.44. GE, + с, Ca Em K= (1,1, —1, 
1,0, 0)7, Es = (—1, 0, 0, 0, 1, OT, E, = (0, —1, 0, 0, 0, 1)T. 4.45. 
añ, +0 En E, = (0, 1/3, 1, 0, 0)T, Ea = (0, —2/3, 0, 0, 1)7. 
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lema es incompatible; 


4.46. Ey] e, Es, E, = (—3, 2, 4, 0, 0)7, E, = (--5, 3, 0, 0, 1}Т. 
4.47. Las filas de la matriz А no lo forman, mientras que las filas de 
la matriz B si. & Si el rai de ta matriz de coeficientes de las incóg- 
nitas es igual ar, se d iguar que a) el rango de A (de B, respec- 
tivamente) es igual a 5-7; b) las filas de la matriz A (de Ë, respectiva- 
mento) constituyen las soluciones del sistema de partida. 4.48. a, = 2, 
X < E, Ey (0,0, —2) i a, = —4, X = с, E, = (1, —24/5, 
4,57. 449. a= —1, Хе sË, Ep = (—5,3 1/3, 1)T. 4.0. 
Xo + cr E, + cal, + саз, Xo = (1/3, 1/3, 0, 0, 0)7, Ej = (0, 1, 1, 
0,07, E, = (0, 1, 0, 1, 0)7, E, = (1/3, —5/3, 0, 0, 1)T. 4.51. 
Xo + аЁ + calla + calla, Ху = (2/3, 1/6, 0, 0, 0)T, E, = (0, 1/2, 
1, 0,0), E, = (0, —1/2, 0, 1, 0)7, E, = (1/3, 5/6, 0, 0, 1)T. 

Xo + сЁ, + «Еу + су Ез + cE, Xo = (1/3, —1/3,0,0,0,0)7, 
= (1,1,0,0,0, 07, Z, = (—1, 0, 1, 0, 0, 0,)Т, Z, = (0, 0,0,1, 
1, 0)7, E, = (0, 0, 0, —1, 0, 1)Т. 4.53. Xo F eE, cala + cas, 
X, = (1, —4⁄2, 0, 0, 0), E, = (0, —3/2, 1, 0, 0)T, E, = (0, —2, 0, 
1,0)7, E, = (0, —5/2, 0, 0, 1)T. 4.54. (1, —1, —1, 1)T. 4.55. (6—с, 


—63- E d". 
4.56. El sistoma os incompatible. 4.57. (-— 3&4, 0.0 L. 
50. E able 457. (p — e 010,07 


- фе a) ^ 458. (—1--e--2es, ре +20 65 097. 
5.1. SUBROUTINE SUM (A, В, C, M, N) 
DIMENSIÓN A (M, М), B (M, N), C (M, N) 
DO 1 L1, M 
DO 413-4, М 
C(L J) - A(l, 3) 4 B (f, 2) 
RETURN 
END 
5.2. SUBROUTINE MUL (A, M, N, ALFA) 
DIMENSIÓN A (M, N) 


DO 1 1=4,M 

DO 1J=4, N 
1A(,3)=ALFA, A (L, J) 

RETURN 

END 


5.3. SUBROUTINE MULM (A, B, C, L, M, N) 
DIMENSIÓN A (L, M), B (M, N), C (L, N) 
DO 21=1, L 
DO 2 к= 1, N 
C=0 
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AG=C-+A0G0 5*B Q, K) 
2€(,1)—C 
ШИ 
END 
5,4, SUBROUTINE TRANS (A, N) 
DIMENSIÓN A (N) 


NI=N—1 
Do41— 1, NI 
Ib Tat 
Do 4J= H, N 
B=AG 3) 
A (, J) 7 A (, 1) 
140,D=B 
RETURN 
END 
5.5. 
6 —8 —5 —{Ё 
0 0 2 4 0 10 (10 ч 22 
а= (5 + бү єс ж а аһ ac (S TED 
EXE д od us 
5.6. 
5 47 442 5,75 
Anaf 3535 25,3 22,275 0,1 


10,4 15,6 8,775 6 


49 41, 
S AUD iy 
Ча), Ан, -(нАу 


(72,1 — 48,1 30,85 
nun —84,85 28,75 
5.7. La tarea para una compitadori electrónica se compone del 


= 46,875 —31,225 10,25 

42,275 —8,225 4,75 

programa principal y todos los subprogramas, para los cuales se tienen 

accesos provenientes del programa principal. Má 

programas principales para los problemas 5.5, 5.6 
Programa para el problema 5.5: 

DIMENSIÓN A 20, 84,2, C, D Аз (2 

DATAA /1.6, 

—0,625, ,—5.1 1.25, 0.625, 

EQUIVALENCE (B (,0, C (0) 

CALL MULM (В, A, bA, 4 2, 4) 

CALL MULM (А, B, AB, 2, 4, 2) 

CALL MULM (А, C, AC, 2, 4, 3j 

WRITE 9,0 (AS dI zs d 2) 1 = 1, 2) 

FORMAT (5H AB, 2 (IH, 2F8.2 

WRITE (3, 2) (BA (1, 3), 2 = 1,4), 1 = 1,4). 


jo se citan los 
18. 


‚ВА (4,4), AC (2, 3] 
625, 4. 


pas 
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2 FORMAT 


5 BA, 4 (1H, 414 
» 3) (AC 0. 1), 2 
FORMAT (SH AC, 2 (111, ЗЕ 
STOP 
END 


5 
= 


) 
3), 1 4,2) 
2) 


Programa para el problema 5.6: 

DIMENSIÓN A (4, 4), B (4, 4), AB (á, 4), BA (4,4), ATBT (4,4) 

READ (i 4) (A (1, J), 3 = 1,4), I = 4,4), (В (I, 1), J = 14), 
= 14 

lormat (48.3) 

CALL MULM (А, B, AB, 4, 4, 4) 

CALL MULM (B, A, BA, 4, 4, 4) 

CALL TRANS (А, 4) 

CALL TRANS (B, 4) 

CALL MULM (A, B, ATBT, 4, 4, 4) 

WRITE (3, 2) (AB (L, 3), J = 1,4),1 = 1,4), (BA Q, 1,3 = 1,4, 

1= 1,4), ¿(ALBT (l, 3), J = 1,9, E = 1,4) 

FORMAT (1H, 4F10.3) 

STOP 

END 


En el programa se prevé Ja introducción de las matrices de partida 
desde el equipo periférico. Cuando la iutroducción se realiza a partir 
de las tarjetas perforadas una de ellas ba de contener una fila de la 
matriz. La introducción puede realizarse también mediante los opera- 
dores siguientes; 

READ (1, 1) A, B 
1 FORMAT (4F8.3) 
En este caso la tarjeta perforada debe contener una columna de Ja matriz, 

Programa para el problema 2.18: 

DIMENSIÓN A (3,3), ASQ (3,3), D (3,3) 

DATA АМ..2.,3., —4., —5., 8., 1. 24, BÍS., 0., 0., 0., 5., 0., 

0., 0., 5./ 

CALL MULM (А, А, ASQ, 3, 3, 3) 

CALL MUL (A, 3, 3, —2.) 

CALL SUM (А50, À, А, 3, 3) 

CALL SUM (А, B, А, 3,3) 

WIUTE (3, 1) (A (I, 2), J = 1, 3), I= 1,3) 
1 FORMAT (1H, 3F6.1) 

Stop 

END 

5.8. 

SUDROUTINE INYMAT (A, B, N) 

DIMENSIÓN A (N, N), B (N, N) 
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DO tit I= 1, Ñ 


DO 41 J 4N 
В (1, 1) =0 
IF (LEQ) ML, D) = 1 
41 CONTINUE 
K=1 
100 L = K 
AMA = ADS (А (L, K) 
LROW = K 
1L=L+1 
AMB = ABS (A (L, К)) 5 CONTINUE 
IF (AMA.GE.AMB) GO TO 2 6 DO 10 J = 4, N 
LROW =L IF (J.LE.K) GO 107 
AMA = AMB AK] = A (K, J)/A (K, K) 
2 IF(L.LT-N) GO TO 1 7 ВК} = B (K, JVA (К, К) 
IF (AMA.NE.0) GO TO 12 DO 91= 1, N 
WRITE (3.13) IF(LEQ.K) GO TO 9 
13 FORMAT (' DET = 0) IF (LLE.K) GO TO 8 
12 IF (LROW.NE.K) GO 703 A (1, 1)—A(LJ) AKI*A (I, K) 
GO TO 6 8 Dd, 1)=B(1, 1)-BK2,A(, K) 
3 DO 5] =4,N 9 CONTINUE 
IP (J.LT.K) GO TO 4 IFQ.LE.K) GO TO 99 
S= A (KI) А (К, J) = AKI 
A (K, J) = A (LROW), 1) 90 B (K, J) = BKI 
А (LROW, J) = S 
4 S= B (K, J) 10 CONTINUE 
В (K, 1) = В (LROW, 1) KeK-F1 
В (LROW, J) = S IF (K.LE.N) GO TO 100 
RETURN 
END 


13: 
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0,12 —0,42 —0,34 —0,44 
0,42 0,52 0,44 —0,34 


59. |034 —0,44 0,12 042 
Ма 0,38 —0,42 0,12 
э poa d 
1451 í 1 

510] 41 11254 1 š 
14 1 4,4254 
14 4 4 4,0025 


5.11. Programa para el problema 5.10: 
DIMENSIÓN A (5, 5), (В (5,5) 


READ (t, DA 

FORMAT (5F40.5) 

CALL INVMAT (A, В, 5) 

WRITE (3, 2) (B (1, 1), J = 1,5), 1 = 1,5) 
FORMAT (1M 5F8.4} 

этот 

END 


5.12. 
FUNCIÓN DET (A. N) 
DIMENSIÓN A (N, N) 
K=í 
DET = 1 
8L=K 
АМА = ABS (А (L, К) 
LROW = K 
L=L+4 
AMB = ADS (А (L, K) 
IF (AMA.GE.AMU) GO TO 2 
LROW = L 
AMA = AMB 
IF (L.LT.N) GO TO 4 
IF (LROW.NE.K) GO TO 3 
SIGN = 1 
60 TO 6 
SIGN = —1 
DO5I—K,N 
S= A (K, J) 
A (K, J) = А (LROW, 1) 
A (LROW, 3)=S 
IF (A (K, K). NE.0) GO TO 6 
DET = 0 
RETURN 
DET = SIGN*A (К, К), DET 
Kt= K+ 
DO71=Ki,N 
DO 7 J = K4, N 
А (1, 1) = AG, J) — ^ (i, K)* A (K, D/A (K, K) 
K=K! 
IF (K.LT.N) GO TO 8 
DET=DET+A (N, N) 
RETURN 
END 
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№ 


E 


a 


e 


EI 


5.13. 207,36. 5.14. 234 


5.15. Programa para el problema 


DIMENSION A (6, 6) 
READY, 1) A 

4 FORMAT (12F5.1) 
DELTA = DET (A. 6) 
WRITE (3,2) DELTA 


FORMAT (614 DET = , F10.4) 


STOP 
END 


5.16. 


s 14: 


SUBROUTINE EXCLUS (A, D, N) 


DIMENSIÓN A (N, N), B (N) 


K=1 
1L=K 
AMA = ABS (A (L, К)) 
LROW =L 
2L=L+1 
AMB = ABS (А (L, K) 
IF (AMA.GE.AMB) GO TO 3 
LROW 
AMA — AMB 
3 IF (L.LT.N) GO TO 2 
IF (LROW.NE.K) GO TO 4 
Go TO 6 
4DO5J—K,N 
S= А (K, J) 
A (K, 3) = А (LROW, 3) 
5 A(LROW, J) = S 
6 IF (A (K, K).NE.0) GO TO 7 
WRITE (3,60) 
60 FORMAT (^ DET = 0) 
RETURN 
7K1=K-+4 
DO 8 I = K4, N 
Р 


—4 
547. X= 
( J 


=y 


5.18. Programa para el problema 


DIMENSIÓN A (4, 4), B (á) 


€ = A (1, KVA (K, K) 
B (D = B (1) — B (K}»G 
DOS J = K4, N 
A (L3) = MIJ) — A (K,))+C 
K= X 
IF (K.LT.N) GO TO 4 
B (N) = B (N/A (N, N) 
Ni=N-—1 
DO 10 1 = 1, № 
s=0 
Ni=N-—I+I 
DO 9 j= NI N 
9S=A(N—1, aB (1) +8 
10 В (N—1) = В (N—D—S 
RETURN 
END 


= 


547: 
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READ (1, 1) A, B 
FORMAT (16F4.1/4F4.1) 
CALL EXCLUS (А, B, 4) 
WRITE (3, 2) B 
FORMAT (1H, 4F6.1) 
STOP 

END 


[2 


5.19. 


SUBROUTINE ITER (A, B, X, N, i Ni) 
DIMENSION А (№, N), B(N), X (N: 


DO71—1,N 
В (I) = BA (1, 1) 
X (D = B(D 


EI 


> 


IF (J.EQ.D) GO TO 2 
$—8-EA(, p* X () 
CONTINUE 

Aq, 7) = в () 5 
KIND = 0 
ро4р=1,К 

S= 0) 

X()—A(, 1) 
A(MD=8S 

S = ABS (A (I, D — X (1) 
IF (S.GT.EPS) KIND = 1 
CONTINUE 

IF (KIND.EQ4) GO TO 2 
RETURN 

END 


oso 


e. 


5.22. Programa para el 
problema 5.21: 


DIMENSION A (5, 5, B (5), X (5) 


READ (1, 1) A, B 
1 FORMAT (10F7.2/) 


CALL ITER (A, B, X, 5, 0.0001) 


WRITE (3, 2) X 

2 FORMAT (1H, 5F8.2) 
STOP 
END 


CAPITULO 4 


ELEMENTOS DE ÁLGEBRA LINEAL 


$ 1. Espacios vectoriales lineales y espacios provistos 
de producto escalar 


1. Espacio vectorial lineal. El conjunto Y se denomina espacio 
vectorial lineal, si so cumplen las siguientes condiciones. 

1) En 7 se introduce la operación de adición de elementos, es 
decir, Va, y € Z quoda definida la aplicación 


(2, y) zE Z 


(la designación es: z = т + y) que posee las siguientos propiedades: 

la) z + y = y + =i 

1b) (z + y) + z = z + (y + zy; 

1с) 30 € LVxE Z (z 4- 0 = z) (el; elemento 0 so llama nulo); 

1d) Vz € #3(—т)є Z (z + (—z) = 0) (el elemento —z se 
llama opuesto al elemento z) 

2) Еп Z se introduce la operación de multiplicación de los clemon- 
tos por números reales (complejos) es decir, VÀ € 1: (AE 7), Vm € Y 
queda definida la aplicación 

Aa) YES 


(la designación es: y = ^а) que posee las propiedades signientes: 

1 1.2 = а; 

2b) А (nz) = (Az. 

o Las operaciones de adición de elementos y multiplicación do 
ismos por números satisfacen las leyes distributivas: 
За) A (z4-y) = Az-LAy: 

3h) | sb n =10+ 

Los elementos de un espacio vectorial lincal llevan el nombre do 
vectores. El espacio У se denomina real, si en Z la operación de multi- 
plicación do los vectores por un número viene definida sólo para los 
números reales. y complejo, si dicha operación está definida para los 
números complejos 


Compruébese si los conjuntos siguientes son espacios 
vectoriales lineales: 

1.1. El conjunto 7^, de todos los vectores geométricos 
(las operaciones sobre los vectores geométricos están defini- 
das en el $ 1, cap. 2). 
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1.2. El conjunto 8" de todos los vectores aritméticos 
de n componentes т = (x, ., Tp) (las operaciones sobre 
los vectores aritméticos están definidas en el $ 3, cap. 3). 

1.3. El conjunto 7, de todos los polinomios 

p) — a, P734 dat 1-а 
de grado 77 n —— 4 con las operaciones de adición de poli- 
nomios y mulliplicación de los mismos por los nümeros, 
introducidas de vn modo natural. 

1.4. El conjunto Ct, a de todas las funciones f (i), con- 
Tinuas en el segmento fa, bl, con las operaciones de adición 
de las funcione: multiplicación de éstas por los números, 
introducidas de un modo natural. 

1.5. El conjunto of, , de todas las matrices de dimen- 
sión m. X n (las operaciones sobre las matrices están defini- 
das en el $ 2, eap. 3). 

Aclárese si los conjuntos siguientes son espacios voc-- 
torialos lineale 

1.6. El conjunto 7^, de todos los vectores geométricos 
que son colineales a una recta fija. 

1.7. El conjunto de todos los vectores geométricos que 
parten del origen de coordenadas y cuyos extremos se ubi- 
can en una reeta fija. 

1.8. Fl conjunto de todos los vectores geométricos que 
satisfacen la condición [a | 2» a, donde a > 0 es un número 
fijo. 

1.9. El conjunto de todas las sucesiones convergentes. 

1.10. El conjunto de todas las sucesiones divergentes, 

1.11. El conjunto de todas las funciones integrables en 
el segmento (a, bl. 

1.12. El conjunto de todas las transformaciones del giro 
de un espacio geométrico tridimensional en torno a un eje fijo. 


„2 }с Z se llama linealmente 
> As que no son nulos simultánea- 
; en caso contrario este sistema 


Un sistema de vectores (zu - 
dependiente, si existen números ÓM, 
mente y tales que ау -- . . Az, 
so denomina linealmente independiente. 

Sea Q < .£ un conjunto arbitrario de vectores de un espacio vecto- 


rial lineal, Un sistema ordenado de vectores R = (e, . . ., e) recibe 
el nombre de hase en 0, si 
а) ек € 0, Е 1 a ees - 
b) el sistema T — (ea 2... es) es linealmente independiente; 
€) para cualquier z € Q existen tales números zy, . . ., ту QUe 
к= Y, tper. O 


в=ї 
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La fórmula (1) se denomina descomposición del vector z según la 
base B. 

Los coeficientes ty, - . ., z, se definen unívocamento por el vec- 
tor z y se llaman coordenadas de este vector en la base Y. 

Si el conjunto Q — Z posee unas cuantas bases, todas ellas se 
componen de un mismo número de vectores que se llama rango de Q 
(у so designa rang Q). En particular, si todo el espacio £ dispone de 
una base, éste se denomina de dimensión finita y se designa Zp, donde 
dim .£ es el número de vectores on cualquier base, llamado dimen- 
n del espacio. En caso contrario el espacio Z se denomina de dimen- 
sión infinita. 

Sea Z, un espacio n-dimensional arbitrario y sea Y = (ej, . . ..€y) 
una baso en dicho espacio. En este саѕо п todo vectors Є 2 corresponde 
biunívocamente la columna de sus coordenadas en esta base: 


sk 


En 


En este caso las operaciones lincales con los vectores en la forma cuor- 
denada tienen por expresión:; 


х= + u ¿Z 
g = z <= Y = А 


XY. 


ел) y Y = (е... ., ez) dos bases diferentes 


Sean Y — (е. ж 
is cada uno de los vectores de la base Y” segi 


eu Ж. Descompongan 
la base Q 


Rr ее 


$ а КЫЯ 
ек == цег. == Ek| : |, 
fnk 


cuya k-ósima columna es la columna Zh de las coordenadas dol vector 
ej en la base R. Si æ es un vector arbitrario de Y, y X y X' son los 
columnas de sus coordenadas en las bases B y Y”, respectivamente, 
entonces se verifica la jgualdad 


qa -1 
x =(Tg a x (2) 
(ésta ез la fórmula de transformación de las coordenadas al transformar 
1а hase). 
ErzgMPLO 1. Hállense las coordenadas del vector geométrico z = 
— i+ 2j + К en la base ° compuesta de los vectores e = i + J, 
jtk, ej— ik. 


е 
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Escribamos las coordenadas de los vectores ef, ef, e en la base 


de partida @ = (š, j. k): 
1 0 1 
«-(1). (+). n«(^). 
° 1 1 


De aquí la matriz del cambio Tg- g’ tiene por expresión 


101 
m- we (r1). 
014 


Al invertir la matriz 7g. gy y hacer uso de Ja fórmula (2), hallamos 


СЛЕ ВЕЙ. 
Xala g — 1 1 ?}=| 2]. 
UAE 14 i 1 E! 


es decir, т = 201 — ei. p 


E 


1.18. Sea Q un sistema arbitrario de vectores do Z, 
Un subsistema (e, ..., e,) C Q se Пата independiente 
lineal máximal en Q, si (ej, ..., е,) es un sistema indo- 
pendiente lincal y todo sistema ampliado e; ..., e, v, 
donde z es un vector arbitrarjo de Q, es linealmente depen- 
diente. Demuéstrese que toda base en Q es un subsistema 
independiente lineal máximal en Q, y viceversa. 

1.14. Si están dados Æ vectores arbitrarios £, ..., Lp, 
de ellos se pueden construir no más de k combinaciones 
linealmente independientes. Haciendo uso de este resul- 
tado, demuéstrese: si Y y V’ son dos bases diferentes en el 
sistema Q, entonces éstas se componen de un mismo número 
de vectores (es decir, tiene sentido el concepto de rango Че! 
sistema Q). 

1.15. En el espacio 7^; están dados los vectores 


e-ije-i—je--—i42i k. 

Demuéstrese que el sistema V’ = (е,, el, ef) es una 
base en 7^, y escríbase la matriz del cambio Та „g, donde 
Э = (е = е ез = k). Hállense las coordenadas 
del vector x + 2k en la base Y”. 

Sean 9 = (i, j, k) y W = (Ë, j', k’) las bases rectangu- 
lares en F's. Mállese en los problemas 1.16—1.18 la matriz 
del cambio fy q y escríbase la columna de coordenadas 
del vector z = i — 2j + k еп la base Y”. 
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1.16. La base 93” se ha obtenido cambiando la dirección 
de todos los tres versores básicos Y por la contraria. 

1.17. La base X’ se ha obtenido mediante una permuta- 
ción } = j, f = k, k' = i. 

1.18. La base 8” so ha obtenido mediante un giro de 
la baso $ en un ángulo q en torno al versor i en el sentido 
antihorario. 

1.19. Hállense el rango y alguna base del sistema do 
vectores geométricos 2, = —i + 2j, t, = 2i — j + k, z,= 
= —4i + 5f — k, z| = 3i — 3j + k 

1.20. En el espacio R^ se dan los vectores e; = 

4,2, t 2$ (2, 8, 0, —1), e; = (1, 2, 1, ч), 

e = (1, 3 jme MURS que ol sistema Y! = 

= (еү, es ез, "ou wna base en R* y escríbase la matriz 
del cambio Taoa donde 9$ es una base canónica en R* 
(véase ol » 3, eap. 3). Hállense las coordenadas del vector 
а == (7, 14, —1, 2) en Ja base Y” 

1.21. Demuéstrese que el sistema de vectores aritméticos 
а= (4, 2, 0, 4), z, = (—1, 0, 5, 1), 27 = (1, 6, 10; 14) 
es linealmente dependiente y escríbase alguna relación no 
trivial del tipo 1,2, + A425 + Ул; = 0. Hállense el rango 
y todas las bases de este sistema. 

1.22. Demuéstrese que el sistema de las matrices del 
tipo 


forma una base en el espacio cfm. de todas las matrices 

de dimensión m X n, у, por tanto, dim «#„ 5 = mn. ¿A qué 

equivalen las coordenadas de una matriz arbitraria A — 
= (aij) € m,n en dicha base? 

1.23. Damuéstreso que el sistema de polinomios, За E A 
+. n P7! forma una base en el espacio 7, de todos los 
polinomios de grado < n — 1, y, por tanto, dim P, = n 
(esta base se denomina canónica). Hállense las coordenadas: 
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a) del polinomio —3£ + 1 cn la hase canónica del 
espacio Py; 

b) del polinomio 7? — 2t en la base canónica del espacio 
Pa 

4.24. Demuéstrese que el sistema de polinomios £ + t? + 
+1i+44,211+41,t+4, 1 es linealmente indepon- 
diente. 


Demnéstrese que ol sistema de polinomios £ + 14 
21, t? — 1 forma una base en cl espacio y. Escri- 
baso en esta base la columna de coordenadas del polinomio 
—2 + t— 4. 

1.26. Demwéstrese que para #, arbitrario el sistema de 
polinomios 1, t — to, (£ — Lo, ... ., (£ — te)" "1 forma una 
hase on Pa. 

1.27. Hállese la matriz dol cambio de la base canónica 
A. È, ... 0 a la baso 4, L— t, (tt)... 
eos (E— (7 en Pad 

1.28. Hállenso las coordenadas del polinomio t? — t + 2 
en Ja base 4, £ — 1, (t — M9 

1.29. Demuéstrese que el espacio :^ de todos los polino- 
mios es de dimensión infinita. Dedüzease de aquí que ol 
espacio Cre, пу de las funciones f (t), continuas en el segmen- 
to [a, bl, es también de dimensión infinita. 

En los problemas 1.30—1.34 los vectores ej, е„,... 
..., еу y ж en el espacio arbitrario Z, vienen dados por 
sus coordenadas en cierta base Y. Demuéstrese que el siste- 
ma B’ = (ej, .. ., е) es una base en £, y hállese la colum- 
na X' de coordenadas del vector z en dicha base. 


1 1 1 6 
1.30. «i. sifi). zf), x-3). 
1 \ 3 14 
2 3 1 
131 «d jJ. «d a). e-[4. 
—3 -5 1 
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1 2 1 
А 2 3 ME 
132 E=| ip о 
2 -4 4 
1 1 
3 14 
—4 Mo Bl a 
0 2 
E i иг i 
188 E (. x E (4 41) (5): 


0 0 С). =) 


1.35. Domuéstrese las siguientes afirmaciones: 
a) la matriz del cambio Tg ,q es siempre regular y 


Tug = (Tg) 


b) si 
Lu... tn 
T=| . es 
es una matriz regular y Y = (ej, ..., еп) es cierta base 


en ol ospacio £p, entonces el sistema de vectores 


eim fue +... d ые, i=1,2,... n, 


también forma una base еп 2„. 
ke & 1.36. Domuéstrese que si Y, 33' y Y” son bases en Ly, 
entonces se verifica la igualdad matricial 


Tom. = Tau Tg qe. 
En los problemas 1.37, 1.38 los vectores ej, Cs, . . ., €n 
y eb € ++. еп en un espacio arbitrario £, están dados 
por sus coordenadas en cierta base. Se requicre demostrar 
que Jos sistemas Y = (€,, ..., e) y V' = (е, ..., €n) 
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son bases on Z, y, utilizando los resultados de los problemas 
1.35 y 1.36, oscríbase la matriz del cambio fg 3. 


1 2 3 
1.37. z-a). zf), E, 4) 
1 1 


1 1 1 
Я x 1 М 2 1 
1.38. E,= 1 y E= 1 QE "E 
1 x 1 
1 
3 
E,= 2] 
3 
1 —2 2 
, 0 2 -3 те 2 
ES ¿| £-| s] 2-15). 
3 —4 4 
— 
^ -3 
Е{ == EL 
—4 


Sean £ y £’ «los espacios lineales reales (o complejos). Una apli- 
ión p — ° del espacio £ sobre el espacio .£” se llama iso- 


+ | a) p ез biunívoca; " 
|o D) g Qa) = Ao (z) y g (z + PG Ф (z) + Ф (y) para cualesquie- 
та 2, € Z y para todo número À. Si existe un isomorfismo de Z so- 
bre £’, los espacios £ y £' so denominan isomorfos: Xj c« £'. 
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Establézcase en los problemas 1.39—1.41!) si es un 
isomorfismo la aplicación dada de 72^, sobre it". 

1.39. q (zi + yj + zk) = (2z — y, z, 5+ y + 2). 

1.40. q (zi + yj + zk) = (z + y — 1, 2z, Зу). 

1.41. qp (zi + yj + zk) = (z + у, —y + 2z, z + 2y 
— 2). 

o. La aplicación ф: Z, — R” de un espacio arbitrario 
Z, sobre el espacio R” de los vectores aritméticos tiene por 
expresión 


Gu +° Gin 
A A A 
(йм >> Опр, 


donde Y = (ey, . . ., en) es cierta base en X, y А = (ау) 
es una matriz regular de orden n. Domuéstrese que esta 
aplicación es un isomorfismo y que, por consiguiente, 
Ln = 8", 

1.43. Demuéstrese que un conjunto de todos los números 
complejos con una adición corriente y una multiplicación 
por los números reales forma un espacio real isomorfo al 
espacio Д?. Escríbase la matriz del cambio de la base Y = 
= (1 + i) por la Y” = (1 + i, —i) en dicho espacio y eseri- 
base la descomposición según la base Y” para el número 
—2 + 3i. 


2. Subespacios y variedades lineales, Se denomina subespacio 
de un espacio vectorial lineal Z tal subconjunto £’  £ que posca las 
siguientes propiedades: 

а) д, yEL ay E Z 

b) z EL’ => Ме € Z para cunlquior nümiero A. 

Si Z’ es un subespacio еп £, ontonces el conjunto de vectores 

A. + z = Р, lz =g -F zo z'€ £” paracierto zo € Z ) 
recibe el nombro de variedad lineal obtenida mediante um desplaza- 
miento del subespcio Z’ sobro ol vector гу. 


1.44. Domuéstrese que todo subespacio J£' do un espacio 
vectorial lineal .£ es también un espacio vectorial lineal 
(en esto caso dim £’ < dim Z). 


1) Para designar las coordenadas de los vectores geomótricos 
en 1а base rectangular (b, К) convengamos (en este capitulo) en er- 
plear las letras minúsculas z, у, z, a diferencia de las letras mayñscuias 
utilizadas en el cap. 2, puesto que las últimas se usan aquí para dezu- 


tar los vectores columba. 
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En los problemas 1.45—1.49 se necesita establecer si 
son subespacios en Ios espacios¡correspondientes, los conjuntos 
dados. Si lo son, bállese la dimensión de cada uno de ellos. 

1.45. El conjunto de Lodos los vectores geowélricos per- 
tonecienles а 77,: 

а) eoplanares con un plano fijo; 

b) que satisfacen la condición (z, а) = 0, donde а es un 
veclor fijo; 


с) que satisfacen la condición |a | = 1. 

1.46. El conjunto de todos los vectores de R”, dol tipo: 
а) z = @ Zar 0, ze Tss +++» 2); 

b) z = (1, zx, 1, Ze Zs, » -o Zn) 


1.47.* El conjunto de todos los vectoros de un espacio 
arbitrario £,, cuyas coordenadas en una base fija satisfacen 
las condiciones: 

а) zy = 21; b) а+а&+...+зж„=0; 


e) z, — zp = 
OUR а) ала +... + anta = 0, 
аыл +... Opt, = 0, 


o bien, on la forma matricial, АХ = 0, donde А os una 
matriz dada de dimonsión m X n. 

1.48. El conjunto de todas las matrices А do orden т 
que satisfacen las condiciones: 

а) Ат = A (matrices simétricas); b) det A = 0. 

1.49. El conjunto de todas las funciones f (2), continuas 
on el segmento [a, bl, que satisfacen las condiciones: 

a) f (to) == 0 para cierto ty € la, bl; 

Db) f (tp) = 1 para cierto tọ € la, b); 

c) f (t) = aya + ... + at + ау, es decir, f (t) es 
un polinomio de grado no superior a n — 1. 


noi Q un sistema arbitrario de vectores del espacio vectorial li- 
neal L 
Se llama cápsula lineal del sistema Q un conjunto de vectores 


Z (Q) = |= = ма +... ae а... La € Q)- 


1.50. Demuéstrese que: 

a) Z (Q) es un subespacio en Z; 

b) dim 2 (Q) = rang Q, con ja particularidad de que 
a título de base en Z (Q) puede elegirse cualquier base del 
Sistema Q. 
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1.51. Hállese la dimensión de una cápsula lineal Z 
(2,, Z2) de los vectores aritmélieos a, = (1, 0, 2, —1), 
z, = (0, —1, 2, 0). Pruébese que el vector zc = (1, —1, 4, 
—1) pertenece а (m, £3). 

Hállense la dimensión y una base cualquiera de la cápsu- 
la lineal del sistema dado de vectores aritméticos: 

1.52. z, = (1, 0, 0, —1), z, = (2, 1, 1, 0), аз = 
= (1, 4, 1, 1), z, = (1, 2, 8, 4), z, = (0, 1, 2, 3). 

1.83. z, = (1, 1, 1, 1, 0), z, = (1, 1, —1, —1, —1), 
з = (2, 2, 0, 0, —1), z, = (1, 1, 5, 5, 2), z; = (1, —1, 


‚ 0, 0). 
1.54*, Pruébese que la cápsula lineal del sistema de 
polinomios —31* — 1, 2t? + t, —t coincide сон el espacio 
a de todos los polinomios de grado <2. 

Sea V un sistema arbitrario de los vectores geométricos, Se denu- 
mina imagen geomélrica del sistema V un conjunto de puntos que ro- 
presentan los extremos de los vectores de V, a condición de que todos los 
vectores parten del origen de coordenadas. 


1.55. Escríbase la ecuación de una imagen geométrica 
de la cápsula lineal £ (a) y de la variedad (a) + b, si 
a=-—2di+jkyb=2—j. : 

1.56. Escríbase la ecuación de una imagen geométrica 
de Ја cápsula lineal (ау, а,) y de la variodad Y («,, a) + 
+b, sia =-i+j4k,a,=2%d—kyb>=i4pk 

1.57. Sea dado un sistema de ecuaciones 


+ z.— зз — „+ z; = 1, 
3zi— tat 235 + 4x4 + Зх 
ху — 5r; — Iry — Sx, + z, — Q. 


a) Domuéstrese que el conjunto de soluciones de este 
sistema es una variedad lineal en el espacio R. 

b) ¿Por desplazamiento de qué sistema se obliene esta 
variedad lineal? Hállese el rango y una base cualquiera de 
este subespacio. 

c) Hállese un vector cualquiera de desplazamiento. 


3. Espacios provistos de un producto escalar, Un espacio lineal 
real y se llamará euclídeo, si a todo pur de vectores д e y de 8 se le 
ha puesto en correspondencia un número real que se designa inediante 
el simbolo (z, y) y so denomina producto escalar de Lores z e y 
teniendo además cumplidas las siguientes condiciones 

1) (z, у) = (0, z); 
2) (n + me Y) = (z Y) (za Y); 
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3) (ж, g) = À (x, y), AER 

4) (2, 2)» 0, кар io. 2) = 0 <> 2 = 0. 

Se denomina longitud de un vector el número 
lz =V G; 2). 


Un voctor z cuya longitud es igual a la unidad so llama normalizado, 
Para cualesquiera vectores z, y de un espacio euclideo es válida la 
desigualdad de Cauchy — Buniakovski 


| (z, y) š < (z, z) Q^ Y, 
la cual permite determinar e] ángulo entre los vectores no nulos de la 
шапога siguiento; 
(ж, y) 
Та: 


Los voctores во nulos z, у € $ so llaman ortogonales, si (z, y) = 0. 
La buso X = (ev « . spen) de un espacio euclideo n-dimonsional Ep 
so denomina ortonormalizada, si 


cos p=: 


0, isi, 
tn ed =4 р ма 


Si en el espacio 6, viono dada nna base arbitraria (f, fa, + ++» fab 
los vectores 
h-1 
=, e=h— > aen k= 
= 


"T 


donde с; = ч 2 forman en dicho espacio uua base ortogonal 
xen 

(proceso de ortogonalización de Schmidt). 

ortogonal (proceso de ortogonalisación de Sbhmidt). 

Un espacio lineal complejo % se denomina unitario, si а cada par 
do vectpres z, y de // se lo ha puesto en correspondencia un número 
complejo, denotado mediante el símbolo (z, Pi y llamado producto 
escalar du los vectores ze y, con la particularidad de que quedan cum- 
plidas las siguientes condiciones: 

iG g) = (у, 2); 

2) ( + Za, p Gu Y) + En Y) 

3) Mx, y) = A (z, y, АЕС 

4) (z, z) > 0, con la particularidad do que (z, z) = 0 <= z = 0. 

En el espacio unitario no se define e] ángulo entre los vectores, 
No obslante, todas las demás definiciones, como también los resulta- 
dos enunciados más arriba para ol espacio ouclideo, quedan vigentes 
también para el espacio unitario. 

En adelante los ospacios cuclídeos y unitarios se denominan espas 
cios provistos de un producto escalar. 


1.58. Demuéóstrense las siguientes propiedades del pro- 
ducto escalar de un espacio unitario: 
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а) (z, jn + ya) = (z, уу) + (z, ya; 

b) (z, Ay) = А (z, y); 

©) (z, — Ep у) = (xy) — (zx Y) 

d) (z, 0) = 0. 

1.59. Demuéstrese que Ja base Y = (e,, ..., en) en 
un espacio unitario 7L, сз ortonormalizada cuando, y sólo 
cuando, queda cumplida cualquiera de las siguientes con- 
diciones: 

a) siz = де, +... + mense у = е +... + Yntn 
entonces (z, y) = zip, + -oo mj. 

b) si = = е + ... Faen, entonces z, = (m, ea), 
k=1,.. 
1.60. Dumudstrese que cualquier sistoma de los vectores 
ortogonales dos a dos es linealmente independiente. 

1.61. Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy—Bunia- , 
kovski, demuéstrese las siguientes desigualdades triangulares: 

ale+ylslel+lyh 


bilzi—lyllxiz-yl. 
1.62. a) Demuéstresc que en el ospacio R” la fórmula 
(z, Y) = хил +... + ul 


donde z = (zy ..., Za) © Y = (Jy +. > Yn), defino un 
producto escalar (el espacio euclideo de vectoros aritmó- 
ticos que se obtiene, se dosignará en adelante también 
medianto el símbolo |К"). 

b) Pruébese que en el espacio euclideo к" la baso canó- 
nica (véase $ 3, cap. 3) es ortonormalizada. 

с) Escríbase la desigualdad de Cauchy—Buniakovski 
para el espacio euclídeo R". 

d) Escríbanse las desigualdades triangularos en el espa- 
cio euclídeo R". 

1.63. Scan z = (д, z,) е y = (gu Ya) los vectores 
arbitrarios del espacio aritmético ñ, Muéstrese quo un 
producto escalar en А? puede definirse mediante los siguien- 
tos procedimientos: 

а) (z, y) = 2210 + Staya; 

b) (z, у) = xui + xis + Ls + oru. 

Calcúlese el producto escalar de los vectores z = (1, —2) 
e y = (5, 1), empleando cada uno do los procedimientos 
citados. 

1.64. Demuéstrese que en el espacio j^, de polinomios 
de grado <n — 1 el producto escalar de los polinomios 


P (= ao tatt -oe F pal "t 
tas 211 


y 
Йй edd bi E ç + аЬ 
puede ser determinado por uno de los siguientes métodos; 
a) (p, а) = agb, + AH + nib 
n 


Ш (p, ф — X) p (in) q(i)s to <--> En Son números rea- 


les arbitrarios distintos dos a dos. 

Calcülese el producto escalar de los polinomios р (t) = 
= 1 +t ++ Ë y (t) = t — 2t? + 3? empleando cada uno 
de los métodos indicados (n = 4), si en el caso b) t, = —2, 
dy = —1, h = 1, t ( = 2. 

1.65. a) Demuéstreso que en el espacio Саъ la relación 

b 


u a= rosa 
define un producto escalar, 

b) Escríbaso la desigualdad de Cauchy— Buniakovski 
para dicho espacio. 

c) Escríbanso las desigualdades triangulares para el 
mismo espacio. 

Aplíquese el proceso de orlogonalización a los siguientes 
sistemas de veclores del espacio euclídeo A" (véase el 
problema 1.62): 

1.66. f, = (4, —2, 2), fa == (—1,0, 4), fs = (5, —3, 


PE 5 
167. = 0, 1, 1,4), fs = @, 3, —1, —1), f = 
= (—2, 0,6,8 

Empleando el proceso de ortogonalización, constrüyase 
la base ortogonal de wn subespacio tendido sobre el sistema 
dado de vectores on el espacio euclideo it": 

1.68. f, = (1,2, 2, —4, fa (5 1, —5, 3), Ў = 
= (3, 2, 8, —7). 

189. = (2, 1, 3, —1), B= €. 4, 3, —9. h= 
= (4, 1, —0, 0), f, = (5, 7, 7, 8). 
Compruóbese la ortogonalidad de los siguientes sistemas 
de vectores en el espacio euclideo i” y complétense los 
miemos hasta obtener las bases ortogonales: 

1.70%, e= (4, —2, 4, 3), es = (2, 1, —3, 1). 

111. е = hy, Me 5) ез = GÀ, Ls ~ta) 

1.72. e, = (4, 1, 1, 2), e, = (4, 2, 3, —3). 

1.73. Sea L un subespacio lineal en n- Demuéstrese que: 
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a) todo vector z € £, puede representarse unívocamente 
en la forma æ = y + z, donde y € L y z es ortogonal a /, 
(у se denomina ргоуессїбп ortogonal del vector z sobre L, 
y 2 es componente ortogonal de х respecto de L); 


b) si 8 = (еу, ..., ex) es una base de L, entonces 
^ 
y = ciu donde los coeficientes A A 
dmt A " 
sc determinan unívocamente del sistema de ccuaciones 


h 
2, (ep ege; (e, а), ј=1, 2, ..., k, 


mientras que z = z — y. 
Haciendo uso de los resultados del problema 1.73, hállen- 

se la proyección ortogonal de у, y el componente ortogonal 2 

del vector z sobre el subespacio lineal L del espacio euclí- 


deo R”. 
1,74. z = (á, —1, —3, 4), L está tendido sobre los 


vectores: 

ер = (1,1,1,1), e = (1, 2,2, —1), ез = (1,0, 0, 3). 
1.75. z = (5, 2, —2, 2), L está tendido sobre los vecto- 

res: 

e, = (2,1, 1, —1), ез = (1,1,3,0), e = (1, 2,8, 


1.76. Demuéstrose que on un espacio euclideo real оз 
lícito e) teorema de Pitágoras, como también el leorema 
inverso: dos vectores z e y son ortogonales cuando, y sólo 
cuando, |z — y P= |z Ë + |y P. 

1.77*. Demuéstreso que el teorema de Pitágoras queda 
válido también en un espacio unitario: si los vectores z e y 
son ortogonales, entonces | z — y |? = |а Ë + | y Ë. Mués- 
treso, adomás, que la afirmación invorsa al leoroma de 
Pitágoras no es en este caso vorídica. 


$ 2. Operadores lineales 
1. Álgebra de los operadores lineales. Se denomina operador lineal 
en un espacio veet lineal £ toda aplicación A : У £ dol espa- 
io 2 on sí que posee las siguientes propiedades 


40z)—Mz y A(z+ y) Az Ay. 
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Sea A un operador lineal en un espacio de dimensión finita Zp 
y sea @ (ез, - . +» е1) cierta base fija. Descompongamos los vectores 
Aep, k = d... ., n, según la base 3: 


Ach = ax F... da k= 1 


En esto caso la matriz 


485 0 . 
л={ п tn - 


Mni @пз - 


апа! 


se Паша matriz dei perador А en la base B. La matriz del operador А 
se designaró ^ veces, también por el simbolo [А] ó [4]g, si resulta 
esencial de qué base se trata. 

Un operador so define univocamente por la definición do su matriz, 
a saber: si y = Az, entonces Y = AX, donde X, Y son columnas de 
las coordenadas do los voctores z, y, mientras que A es la matriz del 
operador А en la base Y. 

Sean A y А” las matrices del operador А en las bases Y y Y” 
y sea T = Tg.,qy la matriz del cambio de la base Y a la Y”. Enton- 
ces la fórmula de transformación de la matriz de un operador para el 
caso de transformación de la base tiene por exprosión 


A = ТААТ. (0 


EjxywmrLÓO 1. Escríbase on la base Y = (i, j, k) la matriz del opo- 
rador de proyección Pa sobre el plano a: z + у + z = 0. 

4 FE operador de proyección sobre el plano % se determina por la 
igualdad P, ж = ze, donde Lq es la proyección ortogonal del vector æ 
sobre el plano z. Se tiene 

п (п, 2) 
Paz 2—21 =2 Pa A = ji 
donde m es el vector normal del plano «. En el caso que se con- 
sidera n = i-F j + k, y, por consiguiento, 


n, 


primi Tami iih 
"M fi da. M 
Pej—j—a-—. yj 
1 ЕБ >, 2 
Рап ip i+ 


de dondo 
28 4/3 —t/3' 
"uw-|-12 2/8-48].» 
-1B Aj 2/8 


Sobro los operadores lincalos que actúan en un espacio fijo £ se 
introducen las siguiontes operaciones: 
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a) adición de los operadores: (A + В) = — Ax + Ва; en este 
«aso [A + B| = А + B; 

b) multiplicación de los operadores por los números: (AA)z - 
= À (Az); en este caso [A4] = АА; 

c) multiplicación de los operadores: (4B)z — А (Bah; en esto ca- 
so JAB] = AB. 

Se denomina inverso del operador А un operador А-1 tal que AA- = 
= ATA = E, donde E es el operador unidad que realiza una aplic: 
'eión idéntica.’ El operador А cuenta con un inverso (y se Пата, en 
esto caso, regular), si y sólo si, su matriz А es regular (en cualquier 
baso); on oste caso [A] = А-1, 


Establézcase en los problemas 2.1—2.7 cuáles de las 
aplicaciones dadas del espacio 7”, en sí son oporadores linca- 
les; escríbanse sus matrices en Ja base rectangular $8 == 
= (i, j, k). 

2.1. Az = Az, ) es un número fiji 

2.2. Ax = Ме -- a, À у a son fijos. 

2.3. Ar = (z, e) e, donde e es e! vector unidad dado. 
Aclárese el significado geométrico do esta aplicación. 

2.4. Ax = la, z], a es un vector fijo. 

2.5. Az = (a, х) ж, a es un vector fijo. 

2.6**. U (e, ф) es una aplicación consistente on girar en 
ша ángulo ф en torno al eje prefijado por el vector unidad e. 

2.7. Si æ = zi + yj + zk, entonces 

Ах = (у + z)i + (2z + )] + (3z — y + z)k. 

Establézease en los problemas 2.8—2.10 cuáles de las 
aplicaciones dadas del espacio de vectores aritméticos R° en 
sí son operadores lineales; escríbanse las matrices de éstos 
en una base canónica. 

2.8. Аж = (zs + ху, 22, + Tg, 301 — ta -F 3). 

2.9. Az = (Tı, za + 1, zs + 2). 

2.10. Az == (0, z, — хз, 0). 

2.11. En Z, vione dado un operador lineal А cuya matriz 
en cierta base Y = (ey, es, es, ец) es igual a 


12 01 
30 —12 
Alas 31) 
42 13 


Hállese la matriz de este operador en las bases: 

a) B’ == (ey, ез, ез, е); 

bj (ду be eed sth 
+ es). 
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2.12. En f, vienen dadas dos bases: 


8^: eí == Re, — бе, + Tes, е; = — 16е; + Te, —13e;, 
e; = 9e, — 3e, + Tes, 
Vie, -+ е, — 205 + ез, е; = Зе, — ез + 2es, 


€; = 2e, + e, + 2ез. 


llállese la matriz del operador A en la base 3“, si su matriz 
en la base Y” tiene la forma 


1 —48 15\ 
as —22 201, 
4 —25 29) 


2.13. En el espacio Z, el operador А en la base Y”: e; = 
= е, + 2e,, e; = 2e, + 3e, tiene la matriz (25) . El 
a base Y”: e; = 3e, + ез, е; = 4e, + 2e, 


operador B en 
liene. la matriz (69) Hállese la matriz del operador A + 


+ B оп la base 8”, 

2.14. Sean p (0) = ay 10-1 +... + at + uo un poli- 
nomio y Á, wn operador lineal. Examinemos el operador 
p (A) definido por la igualdad 

р (А) — anA" +... + aA + aE. 
ITállese la matriz del operador p (А), si p (t) = 3° — 2t + 5, 
y el operador A viene definido por la matriz А = ( S а 


2.15. En el espacio @, viene dado un oporador de dife- 
renciación D = 7. Hállese la matriz de este operador on la 


base: 
а) 1, £ P, . . .. 05 
= у? gg) 
b) 1, (749, E S, uuu, ELIT, uen 


Demuéstrese la igualdad operacional D" = O (0 es el opera- 


dor nulo: Ox = U). 
2.16. En el espacio %, viene dada la aplicación 


1 
Apt) - | К@, o р(х) ds 
° 
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donde K (t, т) ез un polinomio de dos variables cuyo grado 
respecto de £ no es superior a 3. Demuéstrese que Á es un 
operador lineal en ү; hállese la matriz de este operador en 
la base 1, t, 22, # para el caso on que K (t, т) = t + т. 

2.17. En el espacio f£, viene dada una aplicación 

Аьр (t) = p (t + h), 

donde h es cierto número fijo. Demuéstrese que A, es un ope- 
rador linea! y hálleso su matriz en Ja base 1, £, #, t. 

2.18. En un espacio de funciones derivables en todo el 
eje se dan el operador de diferenciación D-À y el operador 


A = еМ de multiplicación por la función ем. Verifíquese 
la igualdad DA — AD = АА. 

En los problemas 2.19-2.26 se pide establecer cuáles de los 
operadores lineales dados en ^, son regulares y hallar para 
éstos la forma explícita de los operadores inversos (e es un 
vector fijo de longitud unidad y z = zi + yj + zk). 

19. AX == Az, À os un número fijo. 

2.20. AX = (т, eje, 2.21. Az = le, >]. 

2.22, Az = z — (2, eje. 2.23.* Az = z — 2 (m, eje. 

2.24. Ах == (y + 2) 4- (2x + 2)j + (9x — y + 2)k. 

2.25. Ах = 221 + (z — 2)j + (2x + 3z)k. 

2.26. A = U (e, g) es un operador del giro en un ángulo (р 
en torno al eje definido por el vector e. 

Establézcase cuáles de los operadores lincales dados оп 
R? son regulares y hállese la forma explícita de los operado- 
ros inversos: 

2.27. Az = (2, — zx + їз, T3, 22). 

2.28. Az = (z, + 213, —„ 2x, — 23). 

2.29. Ах = (z, + 2х,-+ 20), 2z, + r, — 2x3, 22, — 
— 2r, + ta). 

El conjunto 74 de todos los vectores Ax, x € £, lleva el nombre de 
imagen dol operador 4. El conjunto M4 de todos los vectores z € Z, 
para los cuales Az = 0, se denomina núcleo del operador А. La imagen 
y el núcleo de un operador lineal son subespacios en 2. Vn este caso 
la dimensión de la imagen r4 = dim 7, recibe el nombre de rango 
y la dimensión del núcleo пд = dim NA se llama defecto dcl operador A. 
Se verifica la igualdad r4 + пд = n, donde n es la dimensión del 
espacio J. 

2,30. Descríbanse la imagen y el núcleo de los siguientes 
operadores lineales que actúan en el espacio 74: 

a) Ax = (z, eje, le | = 1; 

b) Az = [z, el, a 40, 


217 


2.31. Descríbase la imagen у el nücleo del operador йо 
diferenciación D que actúa en el espacio Py. 

Para los operadores linoales mencionados que actúan en 
el espacio R3 determínense en los problemas 2.32—2.34 el 
rango y el defecto y hállense las bases de la imagen y del 
núcleo, 

2.82. Az = (z, + 2a. + л, Tı — zy Tı + m). 

«4 Con el fin de reprosontar los vectores aritméticos y el opera- 


dor lineal dado utilicomos la base canónica en R°. En dicha baso la 
matriz del operador tiene por expresión 


12 4 
4-(1o=1). 
14 0. 


n la definición, y € T4 si, y sólo si, existe un vector z € КЭ 
tal que j-- Az, o bien, en la notación coordenada, 


12 fa 1 2 1 
ү=А4х=|40—1{{[|=а[4|+,[о|+ь-—4]. o 
14 0/2, 1 1 ° 


La аташ) (2) deja constancia de que la imagen T4 coincide 
con la cápsula lineal del sistema de columnas de Ja matriz А. Por 
consiguiento, el rango del oporador A coincide con ol de su matriz, 
es decir, es igual a dos, y a título de base de 7'4 puede elegirse cualquie- 
ra de las bases del sistema de columnas de ja matriz A, por ejemplo 


1 2 
tl, = о 
4 1 


Análogamonte, z € N4 cuando, y sólo cuando, Az = 0, o bien, 
en la notación coordena 


12 A fa 0 
Ах=|10—1||х,]=]о0}. (3) 

11 0/z, 0, 
De aquí proviene que el núcleo М д coincide con el subespacio de solue 
ciones dol sistema homogéneo (3), es decir. el defecto del operador A os 


na = n — ra = 8 — 2 = 1, ya titulo de base en N 4 puede sor elegido 
ol sistema fündamental de soluciones del sistema (8), por ejemplo, 


‚С> 
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2.33. Ax 
—223). 

2.34. Az = (тү + za + Ta, 2) + z. + xax + zs += z). 

2.35. Demuéstrese que el operador À es regular cuando, 
y sólo cuando, su defocto es nulo у, por tanto, el rango coin- 
cide con la dimensión del еврасї 


(За, — x, — хз, 1 — 2x, + т, m, b x. — 


2. Números propios y vectores propios de un operador lineal. 
Supongamos que А y el vector z € Z, z == 0, son de tal género que 


Аг = he. (4) 


El número A en este caso se llama número propio del operador line- 
al 4 y el vector z, rector propio del mismo operador correspondiente al 
número propio 

En un espacio de dimensión finita £, la igualdad vectorial (4) es 
equivalente a L. igualdad matricial 


(4—AE)X-0, X30 [2] 


De aquí 8e deduce que À es el nümero propio del operador А cuan- 
do, y sólo cuando, det (4 — АЕ) == 0, es decir, À es una raíz del poli- 
nomio р (А) = det (4 — AE), llamado polinomio característico dol 
operador А. La columna de las coordenadas X de cualquier vector pro- 
pio, correspondiente al número propio À, es cierta solución no trivial 

el sistema homogéneos (5). 
EjgMPLo 2. Hállonso los números propios y los vectores propios del 
operador Poxy do proyección sobre el plano Оху en el espacio 9%. 

4 1) Resolución geométrica. La igualdad Po,y z = Az, т s£ 0, 
significa que la proyección ortogonal del vector z sobre el plano Оху 
es colineal con el mismo voctor æ. Mas, esto es posible sólo en dos casos. 

a) El vector z 52 0 es coplanar al plano Оху. Para todos los vec- 
tores de esta índole Роху 2 == z, оз docir, todos ellos son vectores pro- 
pios del operador Роу correspondientes al número propio à, = 1. 

b) El vector z 5 0 es ortogonal al plano Огу. Para todos los 
vectores de esta índole Poxy z = 0 = O-z, es decir, todos ellos son 
vectores propios do operador Poxg correspondientes al número propio 


De resultas llegamos а la conclusión de que el operador Posy tiene 
dos números propios: À, = 1 y А, = 0. Los vectores propios que co- 
rresponden a estos números son: 


à —d:20D—zi-pyj, 2000 560, 
À, = 0:200) = ;k, z) V. 0. 


2) Resolución analítica. La matriz del operador Роҳу en la base 
rectangular Y = (i, j, k) tiene la forma 
100 
P=f0410]|. 
000), 
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La ecuación característica cs: 
dX 0 0 
de(P—AZ)s| 0 1-4 0 |= лал 
0 0 1—2, 
de donde A, = 1 y А, = 0 son números propios del operador. 


Hallemos los vectores propios correspondientes al número propio 
dy = 4. Para À = 4 el sistema (5) toma la forma 


00 0 fr 0 
(р кух=|оо о|{у]=]0 
00—41 Vs]. lo 


El sistema fundamental de soluciones es: 


1 0 
s" , E,= i) ; 
D o) 
y la solución general: 
= 
Е, +УЕз=|у|. 
o, 


De aquí concluimos quo los vectores propios correspondientes al núme- 
ro propio A, == 1 tiene por expresión 

a = zi + gj, 
donde z ө y son números arbitrarios no simultáneamente nulos, 


~ Рог analogia se oxamina el caso de А, = 0. Obtendromos en este 
último caso 


29) = sk, 
donde z es un número arbitrario distinto de cero. > 


llállense en los problemas 2.36—2.40 los números propios 
y veetores propios do los operadores еп Z°,. Resuélvanse 
dichos problemas goométricamente, es decir, en la forma inva- 
riante sin relación alguna con la elección de cierta base en Z”, 
(véase el cjemplo 2, la resolución geométrica). Resuélvanse 
à continuación, los problemas 2.36—2.38 con ayuda dol 
método analítico. 

2.86. Ax = ax, Q es un número fijo. 

2.37. Аг = (2, iji es el operador de proyección sobre el 
eje Ол, 
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2.38. Ах = (li, z]. 

2.39. А = U (e. q) es el operador de giro en un ángulo q 
alrededor de un eje definido por el vector e. 

2.40. Az = x — 2 (x, e)e es un operador de imagen espe- 
cular en el plano con un vector normal e. 

En los problemas 2.41—2.46 hállense los números pro- 
pios y vectores propios de los operadores lincales dados por 
sus matrices. 


2—1 2 010 
2.41. ^| 5-3 | 242. a-[- i. 
-1 0—2 —212 


4-52 1-3 3 
2.43. 6 _ 7 3). 2.44, 4-2 —6 uJ. 


6 —94 —1 —4 8, 

1-34 7 —12 6 
2.45. m —7 s). 2.46. s —19 0). 

6—77 12 — 24 13, 


2,47. En el espacio 7^; de vectores geométricos viene dado 
en el plano el operador de giro U (q) en un ángulo 0 < p< 
< 2n alrededor del origen de coordenadas. Compruébose 
(geométrica y analíticamente) que p. Фф 520, x dicho 
operador no tienc números propios. Este ejemplo muestra 
que el operador lineal en un espacio real puede ser privado de 
números propios (y lambién de vectores propios). 

2.48. En ol espacio complejo 2, el operador A viene 
dado por la matriz 


cosq —sen q 
Aa = ф cos w ç 


Hállense sus números propios y los veetores propios. Com- 
párense los resultados obtenidos con los del problema 2.47. 
2.49.* Supongamos que el operador А que actúa en un 
espacio complejo £n viene dado en cierta base por una ma- 
triz de elementos reales. Demuéstreso que: 
a) si À es un número propio, entonces 2 será Lambién 
un número propio; 


221 


b) si X@) es una columna de coordenadas de un vector 
propio correspondiente al número propio A, entonces X) 
será la columna de coordenadas del vector propio correspon- 
diente al número propio А. 

2.50*. Hállense en un espacio complejo Z. los números 
propios y vectores propios del operador lineal dado median- 
te una matriz real 


4—57 
А 1—49]. 
—4 05 


2.51. Muéstreso que зі z os ш vector propio del operador 
A, correspondiente al número propio A, entonces será un vec- 
tor propio del operador p (А) = аъ 44"! +... + aA + 
+ aE, correspondiente al número propio p (À)! 

2,52. Demuéstrese que: 

a) el operador А tiene operador inverso cuando, y sólo 
cuando, está privado de números propios nulos; 

b) si el operador A tiene un operador inverso, entonces А 
у A~ tienen los mismos vectores propios. ¿Cómo están liga- 
dos entre sí los números propios de estos oporadores? 


Operadores lineales en los espacios provistos de un producto 
escalar. Sea А un operador ilneal que actúa en un espacio provisto de 
producto oscalar (z, у). Uu operador lineal A” se Jl. conjugado del 
operador A, si para cualesquiera vectores z, y se verifica la igualdad 


(Az, y) = (z, At y). 


Para todo operador A el operador conjugado А” existe y es (nico. 
Si el operador A en una base ortonormalizada tiene la matriz A — 

= (a; p, el oporador conjugado 4% en la misma base tionc la matriz 
= (afj), donde af = ау (la matriz A* se denomina conjugada de la 

matriz A). Еп el caso particular de un espacio euclideo A* = A+, 
Esemrno 3. EL operador lineal A: £5-- €z еп la base 3 

= (ef, ef, es) tiene la matriz 


14 3 
Mja [05 —1 
273 


Se sabe que ej = e, -H 2e 4 сз, e$ 77 ерт б, + 2с, е; = еу es, 
y la base Y = (еу, €s, es) es ortonormalizada. Hállese la matriz dol 
operador conjugado А* en la base 3. 

«4 Dando que la base X’ no está ortonormalizada (icomprué- 
besel), entonces рага aprovechar la afirmación acerca de la conexión 
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do las matrices de los oporadores A y A*, hace falta hallar la matriz 
[A]; (la baso 3 es por hipótesis, ortonornializada). Tenemos 


ULA 4 — 20 
= эж ынай. i- 
Таз = бє Te Tm 2 ° Р i 


рог consiguionte, 


Ag Mig Tg g = 


2 —3 TV 2 6 @ 
=|6—46}, 14*%е=[—3—4—5 
6—55, 7 6 8 


De aquí obtenemos en definitiva: 


ДИ 


—36 —37 —15\ 
Mly =7 gr lg Таз =] 30 30 04]. 
20 27 9 


2.53. Demuéstrese que la operación* de paso del opera- 
dor А al operador conjugado A* posce las siguientes propie- 
dades: 

а) (4*)* = A. 

«q Uscribamos uua cadena do igualdades que son verídicas para 
cualesquiera vectores z e y: 

(Аа, у) = (а, А*у)={А*у, 2) - Qr (AS) 2) (A), у) = 

—(49* z, y) 


es decir, 
(Az, y) = (44), y). 


22 aquí, en virtud de que 
Hy D muéstrese 


оз vectores 2, у son ui 
detalladamente). > 


b) (А + BJ? = A* + Ве; с) (AB)* = B*A*; d) («4)*= 
= &A*; о) (A7)* = (А*)-1‚ si А cs regular. 


rarios, obtenemos 


El operador lineal А en la base Y” = (ej, . . ., ex) cuenta 
con la matriz А. Hállesc la matriz del operador conjuga- 
do A* en la misma base Y”, si los vectores ej, . . ., ey se dan 


por las columnas de sus coordenadas сп cierta base ortonor- 
malizada V = (€, ..., €n): 


sado Va ml 
.54. -( ah z;= (0): zhi) 


1113 
2.56. ^ 8 e); Е=е 
ie 


0 1 
Е;= 1), Е,=|1 


1 0, 
En el espacio de polinomios Py viene dado un producto 
escalar 
(f, 8) = aobo - а,Ь + taba (б) 
donde f (t) = а, + a,l + aat, g (t) = b, + bd + hy t. Há- 
опко las matrices del operador de diferenciación D = z 
y del operador conjugado D* en la base $5: 


взт. (ре еа тетти). 


r. - 3 1 
2.58. Y (t. t, y)—-X). 

2.59. Mállese el operador conjugado para el giro de un 
plano euclídeo en un ángulo œ en torno al origen de coorde- 
nadas en el sentido antihorario. « 

2.60. Sea Оху un sistema rectangular de coordenadas 
cartesianas en un plano y sea A el operador de proyección 
sobre el eje Oz paralelamente a la recta l: az + by = 0 
(а 0). Hállese la matriz del operador conjugado A*. 

2.61. Sea Оху un sistema rectangular de coordenadas 
cartesianas en un plano y sea А el operador de reflexión de los 
puntos del plano respecto de la recta l: ax + by = 0. Hállese 
la matriz del operador coonjugado А*. 


El concepto de operador conjugado pi 
Ja compatibilidad de nu sistema no homo; 
Sea AX = B la notación matricial de tal sistema, 
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dad de que m = n. En este caso X y B son columnas de las ceordena- 
das de los correspondientes vectores aritméticos en una base canónica 
del espacio euclideo Rp, mientras a la matriz cuadrada A en esta misma 
bazo lo corresponde wn cierto operador lineal А: К" -> К", Fl siste- 
ma А*Х = 0, donde A* es la matriz del operador conjugado А+ en 
la base canónica, lleva el nombre de sistema homogéneo conjugado. 
Resulta válido el siguiente teorema de Fredholm: para que un sistema 
AX = B sea compatible, es necesario y suficiente que el vector columna B 
sea compatible, es necesario y suficiente que el vector columna B sea orlo- 
gonal a todas las soluciones del sistema homogéneo conjugado. 


2.62.** Demuéstrese el teorema de Fredholm. 


Haciendo uso del teorema de Frodholm, investíguese la 


compatibilidad de los siguientes sistomas do ecuaciones linea- 
les: 


2.68. 32, + 2r, + zs = — 1, 2.64. z, + z, + zs = 0, 


Tz, + бау + 5zs = 5, а + ta t лу = 1, 
5z, + ár, + 924 = 2. z, + zç + z = —1. 
2.65. 22, + z, — 2x4 = 1, 2.66. z, + z, + zs = 1, 
жү — 2ш, + zg 1, zi + zs + zs = 1, 
—2 + z4 + zs = 1. а + zs + 29 =—1. 


2.67,* Demuéstrese la alternativa de Fredholm: o bien el 
sistema AX — B es compatible, cualquiera que sea el segun- 
do miembro de B, o bien el sistema homogéneo conjugado 
A*X = 0 tiene soluciones no nulas. 

2.68. ¿Cuáles de los sistemas de ecuaciones lineales cita- 
dos on los problemas 2.63—2.66 son compatibles para cual- 
quier segundo miembro? 


El operador lineal II en un espacio provisto de producto escalar se 
denomina autoconjugado, si Н = H*. El operador autoconjugado en 
un espacio unitario (cuclídeo) se llama, además, hermitiano (simétrico). 
Para que un operador А sea hermitiano (simétrico), es necesario y sufi- 
ciente que en una baso ortonormalizada cualquiera su matriz A = 
= (а) satisfaga la relación ajy = dj; (ау = аң). Tales matrices se 
denominan hermitianas (simétricas). 


Un operador lineal U en un espacio unitario (ouclídoo) se denomi- 
na unitario (ortogonal), si 


UU* = U*U = E, es decir, gU*= ро, 
Para que e] operador Á sea unitario (ortogonal), es necesario y su- 


ficiento que on cualquier base ortonormalizada su matriz А = (а) 


satisfaga la relación 4-1 = А» (4-1 = АТ). Las matrices de tal índole 
se llaman unitarias (ortogonales). 


2.69. Demuéstrense las siguientes propiedades del opera- 
dor autoconjugado: 
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a) los números propios Вой reales; 

b) los vectores propios, correspondientes a los distintos 
números propios, son ortogonales. 

2.70. Demuéstrese las siguientes propiedades del espacio 
unitario: 

a) los números propios son iguales en módulo a la unidad; 

b) para que un operador lineal sea unitario, es necesario 
y suficiente que una base ortonormalizada sea pasada por él, 
de nuevo a una base ortonormalizada; 

в) un operador unitario conserva el producto escalar; 

d) un operador unitario conserva las longitudes de los 
vectores. 

2.71. Muéstrese quo оп el espacio 7 `; los siguientes ope- 
radores son simétricos: 

a) Ax = Ax, À es un aúmero fijo; 

b) Ах = (z, eje, |e] = 1; 

с) Az = z — 2 (z, eje, le] = 1. 

2.72. Pruébese que on el espacio de polinomios Py pro- 
visto de un producto escalar (6) los operadores siguientes 
son simétricos: 


YOR HA 9 f nr). 


2,73. Muéstrese que en ol espacio 7”, el operador U (e, ç) 
de giro en un ángulo ç en torno al eje dado por el vector vni- 
dad e (véase el problema 2.6) es ortogonal. 

2.74. Muéstreso que los operadores del problema 2.71 
Son ortogonales. 

4. Reducción de la matriz de un operador lineal a la forma diago- 
nal, Si el oporador A que actúa en el espacio л tiene n vectores pro- 
pios linealmente independientes ey, €s, . » ., ел, Correspondientes a los 
Números propios Ay, Ao, +- - +» Än, entonces en la base formada por dichos 
vectores lu matriz del operador A tiene forma diagonal 


i 0 


0 “м 


Aclárese en los problemas 2.75—2.80, cuáles de las ma- 
irices dadas de los operadores lineales pueden diagonalizarse 
pasando a una base nueva. Hállense esta base y la forma dia- 
gonal de la matriz que le corresponda. 
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144 Lt Y 
2.75. E ni 2.76. ( 5-3 | 
141 sA 1; 


1⁄2 0 1⁄2 -e Ë 
i [5 1 a 2.78. EI 


1/2 0 1⁄2 —33 1 

1 1 1 1 00041 

1 1-11) [ооло 
23.04 5. аа ?9 олоо}. 

1—1 —1 1 100 0/ 


2.81*. Calcülese А”, si: 


1) a=( 2): b a=(; za 


Calcúlese: 
43 —3 
17 —6y 
2.82. jn e . 288, [232]. 
: 4 4 —3 
La matriz A de un operador antoconjugado siempre se reduce а unt 


forma diagonal. Además, haciendo uso del concepto de operador uni- 
tario, se la puede representar así: ` 


А = UDUA, 


donde U es [a matriz del operador unitario que realiza el paso de la 
base de partida a una formada por los vectores propios del operador А, 
y D es la matriz diagonal de la forma (7). 


Hállense la base orlonormalizada formada por los vecto- 
res propios y la matriz en dicha baso para un operador line- 
al, dado en cierta base ortonormalizada por la matriz Á (la 
base buscada está definida de modo no unívoco): 


4 2 —8 17 —8 4 
294. a-[ 2 š о) zas a- [^^ 47 2 


—810 5 4-4 11 
3 —i 0 

2.86. ^ 3 o). 
0 04 


159 227 


Para la matriz dada A hállense la matriz diagonal D y la 
matriz unitaria (ortogonal) Ü tales que sea Л = UDU^: 


е ^-( 3 242). „„ „р % 2-1 
2705-2 1 ) us Moi " 


1 4i 0 
2.89. id 1 | 


001 

A X p (2 2-2 
Е 42) 2.91. A=| 2 ic) 

Que» E ж z4 5 


$ 3. Formas bilineales y euadráticas 


1. Formas lincales. Se dice quo оп un espacio vectorial lineal re- 
al i£ viene dada una forma Lineal, si а cada vector z € Я se lo ha pues- 
to en correspondencia un número /(z), udemás quedan cumplidas 
los siguientes condiciones: 

fera) =/(@-+/@), = g€ Z, 
[Qm -—M(2, “€ Z, ER. 


3.1. Demuéstreso quo en el espacio Y la función / (z), 
т € Ж, es una forma lineal: 
à 


a) Ha) — Ve (odi, L=Cpm m2 (0; 
1) / (z) = z (t) Casus c z (B, 


to € la, bl: 
c) f (z) = (z, a), £ = °з, a €7'y ез un vector fijo. 


3.2. Sea fijada en el espacio £ una base Y = (e... o 

<- n, €n). Supongamos además que f (е;) = а, i = 1,2,.. a 
+ ., n, donde f (2) es una forma lineal en Z. 

a) Demuéstrese que f (а) = ату +... + antn, donde 


Zy . 5 2, son las coordenadas del vector x en la base m. 
b) Denotemos mediante £* un conjunto de formas linea- 
los f (z) en el cual están introducidas las operaciones de adi- 
ción y multiplicación por un número de la manera siguiente: 
=» si Vægt (g (a) = f (2) + fa (2); 
ъ= А}, si Vz€ X (А (ж) = А (zx). 
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Demuéstrese que £* es un espacio vectorial lincal. 

e) Demuéstrese que dim L* = n (el espacio £* se llama 
conjugado del espacio X). 

3.3. Demuéstrese que: 

a) si z ER”, 2 = (xs o... tn), entonces la fórmula 
Í (z) = z, define una forma lincal; 

b) toda forma lineal f(x), x ЄК”, gue no os igual 
idénticamento a cero, puede ser reducida, mediante la olec- 
ción adecuada de la base, а la forma f (z) = x,, donde z, es 
la primera coordenada del vector z en dicha base. 


2. Formas bilineales. Una función numérica A (z, y): £ x Lor 
—> R, definida sobre el espacio vectoria) lineal real £, recibe el nom- 
bre de forma bilineal, si para [4 fijo ella es una forma lincal respecto 
dez, y рага z fijo, una forma lineal respecto de y. Una forma bilineal 
se llama simótrica, si A (z, g) = A (y, z), z, y € £. Si en el espacio 
Ln está fijada cierta base Y = (e, . . ., Cn), la matriz А = (0), 
аз = А (ер еј) se denomina matriz de la forma bilineal A (т, y) бп 
la base $. 


3.4. Demuéstrose que en el espacio Z la función A (z, y) 
es una forma bilincal: 
а) A (z, y) = fı (а)? (y), donde f, fs son las formas 


lineales en 7; i 
T, 
b) A (v, n=) {К (к, D) z (в) y (£) ds dt, dondo £= Да, 
= (t) € qq sp y =() € Cto ijs K(s, t) es una función 
continua de dos variables; 


п 
b) Alz, y)»: Y ату, donde L =R", т, y ER”, 
4 j=l 


A= (a;;) es cierta matriz. 
3.5. Sea fijada en e] espacio Z, una base B = (ey, . 
ел), А (2, y) es una forma biJineal en Y, y A (е, ei) 
= ау. Demuéstrese que: 
п 


a) A(z, y) = У) атуу, donde z; yj, i, j—1, 2, ... 
t jei 

, n, son las coordenadas de los vectores z e y en la 

b) si А'= (aj) es una matriz de la forma bilinoal 

А (z, y) en la base V' = (ej, ..., ел), entonces А’ = 

—T'AT, donde T = Tgp ез la matriz dol cambio de 

la base 8 a la Y”. 
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3.6. Sca dada en el espacio R? Ja forma bilineal A (z, y). 
Hálloso su matriz en la base Y = (e,, es, ез), si: 

a) A (ж, y) = тл Ele + Sraya е = (1, 1, 1), 
e, = (1, 1, —1), e, = (1, —1, —1); 

b) A (z, у) = йз +T taya + хул, е = (1, 0, 0), e, = 
= (1, 1, 0), ез = (1, 1, 1). 

3.7. En el ospacio R" viene dada ила forma bilincal 
А (z, y) en la base Y. Hállese su matriz en la base Y”, si: 

a) n = 4, А (z, y) = туз + zas + Vsus 


1.4.4 1 
dí di 
Tela aca tp: 
1—1-—1 4 


b) n = 2, A (z, у) = жый + zs F tyi — un 


. 1 1 
e 9. 


3.8. Demuéstrese que el producto escalar (z, y) en un cs- 
pacio euclídeo Z es una forma bilineal. 


З. Formas cuadráticas, Sea A (z, y) una forma bilineal simétrica 
La forma А (z, z) que se obtiene de А (z, y) al poner en ésta у 3 
se denomina cuadrática. este caso A (z, y) lleva el nombre do for- 
ma bilineul polar con relación a la [orma cuadrática A (ж, a). 


Si en el гар: lineal real Zp está fijada cierta base B = (er, . 5 
+ «+ еп), la forma cuudrática А (x, æ) en dicha baso tiene por expresión 
n 
A(z, 2)9 Y anm; 4) 
„з=! 
donde A (aj) cs la matriz de la forma cuadrática y z = ze, +... + 


F зде. 
Supongamos que en cierta base la expresión (1) de la forma cuadrá- 
tica no contione productos z;z; (t + j), es decir, 


A(z, а= л. (2) 
dei 


Entonces, la expresión (2) se denomina forma canónica de la forma 
cuadrática. lin Patiala; si 4 = +1, 0, i = 1, 2, . . . п, obtenemos 
1а forma normal de la jorma cuadrática A (z, z). 

Para toda forma cuadrática existe tal base 8’, en la que olla tie- 
ne forma canónica {е incluso normal). 

Métodos de reducción de la forma cuadrática a una forma canónica. 

MÉTODO DE LAGRANGE DE FORMACIÓN DE CUADRADOS PERFEC- 


тоз. Supongamos que la forma cuadrática А (z, y) en la base Y se expre- 
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sa como en (1). Si todos los coeficientes de a; (de Jos cuadrados т), 
2-1, 2,..., n, son nulos y al mismo tiempo la forma no es igual idén- 
ticamente a cero, entonces será distinto de cero por lo menos un pro- 
ducto, por ejemplo, 2a,57;;. Realicemos una transformación de la 
base durante la cval las coordenadas de los vectores en las bases 
antigua y nueva están ligadas mediante las fórmulas 


m= =+, 


En esto caso 2ауулүт, = 2а (zi? — 272) — 2aysrit — 2aysz8, y, сото, 
por hipótesis, аң = ass = 0, entonces ol coeficiente de 27, es diferente 
de cero. 

De este modo, siempre existe una base 3 en la cual en Ja notación 
(1) por lo menos un coeficiente del cuadrado será distinto de cero. 

Ulteriormete consideramos que aj, t 0. (Si a,, = 0, será distin- 
to de cero el coeficiente del cuadrado de alguna otra coordenada y pode- 
mos llegar al caso en consideración enumerando de otra manera los 
vectores ey, e, + ., еп, lo que representa también cierta transformación 
de la base). 

Examinemos una parte de la forma cuadrática que contiene =, 
es decir, 


O, = ал} + Znergte + is + „л. 
Completemos esta suma hasta que se forme un cuadrado pertecto: 


e, (ain see аата) 
а 


londe y es la suma algebraica de los términos que no dependen de з. 
ahora, efectuamos wna sustitución 


la forma cuadrática en la base nueva Loma la expresión 
E 


1i 2 быс! 1 on 
A(o, zer У а= m tA. 


En la parte obtenida se ha separado el sumando = 232, y Ja parte res- 
T 


tante A; es una forma cuadrática en л.з. A continuación se repiten 
los razonamientos para la forma cuadrática A, (z, 2 etc.“ 

EjzMPLO 1. Mediante el método de Lagrange redúzcase a Ја forma 
canónica la siguiente forma cuadrática 


А (ш, а) == 2r, + билу — rt Зад. 


< 17? transformación: z, = z$, z, = 2j, zs = 24. Obtendromos 
Am — apt ain rini — Br. 
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202 transformación: z; = — z; -H zz, т} = zi, zš = z$, Obten- 


dremos una nueva expresión para la [orma cuadrática: 
A= ageres Be. 


37? transformación: z/”= z;, z” = a; 
пе Ja expresión canónica para la forma: 


Ale, а) а 1203, 


q 13 = x5 y se obtie- 


En este caso 


METODO DE LOS VECTORES PROPIOS. Consideraremos Ја forma cna- 
drática (1) en el espacio euclideo K^. Puesto que la matriz de dicha 
forma A == (a;p es simétrica, puede representarse en la forma А = 
=UTDU, donde Р es la matriz diagonal, en cuya diagonal so disponen 
los números propios de la matriz A, y U es una matriz ortogonal (убал- 
se los pp. 3 уй, $ 2). Las columnas de la matriz U constituyen las 
coordonadas de cierta base ortonormalizada Y' = (e;, ..., ey) en 
la enal la matriz A tiene la forma diagonal D, y, por consiguiente, la 
Torma cuadrática representa la forma canónica buscada. La transfor- 
шп correspondiente de las coordenadas se determina por la corre- 
lación 


ES E 


ЫЛ Tn 


EJEMPi,0 2. Hállese la transformación ortogonal que reduce la fora- 
ma cuadrática А (z, z) = 61 + 923 + Trg — &zyz, + Алуға, dada 
en el espacio cuclídoo 53, a la expresión canónica. Escribase esta 
expresión canón 

< La matri: 


en. 
z de la forma cuadrática tiene por expresión 


6-22 
A=|-2 50 
2 07 


(¡Fíjeso la atención en cómo se obtienen los elementos a; (i s J) a par- 
tir de la expresión explícita para la forma cuadrática). Los números 
propios do esta matriz son 4, = 3, À, = 6, Аз = 9. Los correspondien- 
tes vectores propios ortonormalizados son: 


e(— (2/8, 2/3, —4/9), 
ei=(Af3, 2/8, 2/3), 
2=(2/3, —1/3, 2/8), 
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y, por consiguiente, 


21 2 2 24 
2 2-4], yT= s q E Y 
— 2 2 2-4 2 


En la base Y'= (ey, eb ex) la forma cuadrática dada tiene por ex- 
presión А (x, z)— Ar(*-k Gri? + 923%, y la transformación correspo- 
diente de coordenadas: 


Qzi— 21-225) 
Qai E224 — т), 


w (214 224-- 2ra. р 


3.9. Demuéstrese que toda fora cuadrática A (z, z) en 
un espacio euclídeo £, puede sor по!айа como А (z, 2 
= (Az, x), donde (т, y) cs un producto escalar en En y A, 
ciorto operador lineal. 

3.18. Demuéstreso que la forma bilincal polar А (z, y) se 
define unívocamente por su forma cuadrática А (m, 2). 

Utilizando el método de Lagrange, hállense la forma nor- 
mal y la transformación Jineal regular, que lleva a dicha for- 
ma, para las siguientes formas cuadráticas: 

3.11. 21 + 523 — 4z3 + 22,22 — 42,2, 

3.12. zz, + Taty + дз. 

3.31. 4х1 + z; + т} — 42%) балт, — Broly. 

Hállese la transformación ortogonal que reduce a Ja ex- 
presión canónica las siguientes formas y escríbase dicha 
expresión canónica: 

3.14. Маз ds 5 s 222 + 16z,2, + Anz, 

3.15. c а + = + Daz — баз + балу — бл, 

8.16. 2* + zi + т} + дах, + буул, + 4 

3.17. Val + 14a? + 4425 — 42,2, — Ат 

á. Curvas de segundo orden у superfieies de segundo grado. Se 


denomina hipersuperficie de segundo grado en un cspacio euclídeo R" 
un conjunto de puntos euyas ceordenadas salisfacen la ecuación 


п n 
Alz, z)--2(b, z) e Y) атату 2 у bani 0-0, (3) 
4,j2=1 Des! 


donde en el primer miembro interviene un polinomio de segundo grado 
de n variables 21, z, +. G лд. 
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El problema de clasificación de las bipersuperficies de segundo 
grado consiste en buscar tal base en R” en la que el primer miembro 
de ln ecunción en nuevas variables zí, z4, . » ., 7% tenga una forma más 
sencilla. Con este fin se busca primero tal transformación ortogonal que 

á с 


la forma cuadrática A (x, х) = У) ajjzjr; tonga en las nuevas varia- 


i : 
bles una expresión canónica. En'Ía nueva base Ia ecuación (3) se notará 
de la manera siguiente: 


n а 
У Aart M bizi +00, 
к=! kai 

con la particularidad de que no todos Ios Ay, (= 1, 2, п, son 


nulos. Si Ар 52 0, podemos eliminar el término lineal trasladando el 
origen de coordenadas: 


"TT EUR: EEG: 
Aarti 20а uA (te) = hai a T 


Roalizadas estas Lransformaciones, obtenemos (cambiando la numera- 
ción de las variables, si os necesario) 


RN (4) 


La ecuación (4) Пеуа el nombre de ecuación canónica de una hipersuper- 
ficio de segundo grado. 

El conjunto de puntos de] plano R, que satisfacen la ecuación (3), 
so denomina curva de segundo orden. En este caso la ecuación canóni- 
ca (á) puede adoptar una de las siguientes formas (en las variables z, y) 

1) Mr? det e=0 (A, 0): 


2 + by (М == 0); 
3) e tr Ai = 0). 
ы Niscríbase la ecuación canónica de una curva de segundo 
orden: 


dab Ary? 3yf — 2z — 14у — 13 = 0, 


determínese su 
<la mal 


grado os igual a ( E la Sus números propios son: А, =8 y M= —2; 


o y hállese el sistema canónico de coordenadas. 
м de la parte cuadrática del polinomio de segundo 


los vectores propios: e, =( 3 м IE ( і í ) 
i ac TE LA EQ 5 
Realizando Ja transformación 


i 


(+), s=- EY, 
у? 
obtenemos 
ES En vit 43-9. 
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Como A у À, son distintos de cero, podemos formar un cuadrado per- 
fecto respecto de cada una de las nuevas variables z' y y 


correspoondiente al desplazamiento respecto de cada uno de los ejes 
coordenados, obtenemos 


8z39—2y—8-0, o bien my. 


La última ecuación es la ecuación canóvica de la hipérbola. La trans- 
formación resultante de las coordenadas es: 


genes, 
1 
=— (4491, 
Шр (4-4 
mientras que el sistema кш de coordenadas es ©, e) 
donde O'(2, — 1), ej —— i 
(2, —1)} e yi + 


Ж nhe NE T 
wr ws 3⁄2 

En los problemas 3.18—3.24 escríbase la ecuación canó- 
nica de la curva de segundo orden, determínose su tipo y há- 
llese el sistema canónico de coordenadas. 

3.18. 9z? — 4гу + 6y* + 16z — Sy — 2 

3.19. z? — 2zy + y? — 10z — бу + 25 

3.20. 52? + 12zy — 22z — 12у — 1 

3.21. 4a? — 4ay + y? — 6z + 3y — 4 

3.22. 21° + Алу + 5y? — Gx — бу — 1 0. 

3.23. 12 — 4ay + Ay* — 4r — Зу — 7 = 0. 

3.24. Una curva de segundo orden se define por la eeua- 
ción: 

а) z? — 2y + А (y* — 22) = 0; b) =х° + 2Azy + y? — 
— 1 = 0. Determínese su tipo, cuando el parámetro À varía 
de —oo hasta +00. 


Un conjunto de puntos del espacio euclideo 3% que satisfacen la 
ecuación (3) se denomina superficie de segundo grado. La ecuación caná- 


nica (4) en este caso toma una de las siguientes formas {еп las varia- 
bles z, y, 2): 


lico, 
no 


). 
Esembro 4. Eseribase Ја ecuación canónica de la superficie de 
segundo grado 
422 + hy? — S3—10zy - буа + &sr — 16z — 16y — 8z + 72 = 0, 
dotermíneso su tipo y hállese el sistema canónico de coordenadas. 
< La matriz dela parte cuadrática de] polinomio de segundo gra- 


2 
2 |. Sus números propios son: 4, = 9, 4, = 


Чо es igual [ ~ 
2 2-8 
= — 9, Ар = 0, y los vectores propios: 
«=(— ciel 
VEU зү), 


Al realizar la Iransformación 
1 
3y2 

- 1 
зү? 
1 


"E s (— g; ETUR 
Vi y Y 22) 


Qz'-Ey' -2V 82), 


zz 


y (32 +0 42V 22), 


obtenemos 

947 — 9у'2 — 722 4 72 = 0. 
La transformación del desplazamiento so dehe realizar sólo respecto de 
la variable z': 

—72' 4 72 = — 72 (e! — 1) = — 722". 


La segunda transformación de las coordenadas tiene la forma 


zd. 


n=” yer, 


de donde obtenemos en definitiva la cenación canónica del paraboloi- 
de hiperbólico 
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La transformación resultante de las coordenadas ез: 


“е +2 325 2 + 
s=- Туз (3 y" 2 y in 
z yg YE 


y el sistema canónico de coordenadas (0*, ey, ез, ез), donde 


oe + +) s= (ут vic 


e7(syr: m si e 7)» 


En los problemas 3.25—3.32 escribase la ecuación canó- 
nica de la superficie de sogundo grado, determíneso su tipo 
y hállese el sistema canónico de coordenadas. 

325. 72% 4- бу? Y 522 — 4xy — Ayz— 0x —24y -18z--30=0. 

3.26. 2x? — Ty? — 42° + 4xy + 20yz — 16zz +- 60r — 
12y + 122 — 90 = 0. 

3.27. 22% + 2y? — 52? + 21у — 2z — 4y — 4z + 2=0. 

3.28. 223 + 2y? + 32* + 4ay + 2yz + Las — Az Oy -- 
— 2z + 3 = 0. 

3.29. 4z* + y? + 4z? — Ату + 4yz — Bzr — 28z + 
+ 2y + 162 + 45 = 0. 

3.30. 2z* + 5y? d 22% — 22у — haz + 2yz + 22 — 
—10y — 22 — 4 = 0. 

3.31. ж? + 5у% + z? + 2гу + 2yz + бах — 2x + by + 
+ 2z = 0. 

8.82. a? — 2° 1-22 + 4xy + лус — 12: -+ 2x + Ay — 
— 107 — 1 = 0. 


RESPUESTAS 


1.6. Sf. f. Е Sí, siom pre que la ro 
nadas, 1.8. No. 1.9. sí. 1.10. No. 1.11 


L 4-4 1/2) 
145. Tgog =| 2}, x'=]-—32]. 
o 0-1 —2 


д paso por el origen de coorde- 
1.12. No. 
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146. T o oj, 
0 0-4 
001 2 
147. Та |100), хе 1 
010 1 
10 o 
148. Tao] 0 cosp son q]. 


0 seno coso, 
1 
=|-2 cosp seno]. 1.19. r=2 la base será, por ejemplo, 
2 sng +соз, 


& 21 3 0 

š à 2 

el sistema (Li, Za). 1.20. Та оду A > ы E. х=, 
—2-44 0 2 


1.24, 3z,--22,— 24 —0, r=2, cualquier. par de veclores forma la 
base do este sistema, 1.22. Las coordonadas de la matriz em osta 


0° 
1 2 
buse coinciden con sus elementos. 1.23. а) op b "E 
—3, 
0 


izo $ —ü (png 
0 1 — З... (—1)?(n—10) 7° 


0 0 0 о 1 
) Р 
1.28. |4]. 1.30. [2]. 1.31. [1]. 132. «4.33. 27715 
x 1.32. ñ 1.33. ST” 
3, 
2 
igi 2 —4 —" 4 
ыр 1м. (1). 137. Ta. | 2 20 9 
1 7/02. 8 


2 0 1-1 


3 12 1 
TU = 1-2 d 54 1.39. £i, es un isomorfismo. 
i—i i 


1.40. No es un isomorfismo, puesto que está perturbada la condici 
de linealidad de la aplicación. 1.41. No os un isomorfismo, pnesto que 
está porturbada la condición de biunivocidad do la aplicación. 
1 0 

1.43. Tay 7 (i abo 5--2:048-5(02à. 
1.45. а), b) Un subespacio de dimensión 2; Ja base la constituye cual- 
quier par de vectores no colineales dol conjunto dado; c) no es un subes- 
pacio. 1,46, a) Un subespacio de dimensión n—2; b) по ез un subespacio, 
1.47. Los conjuntos indicados en los pp. a), b), d) son subespacios, el 
conjunto de que se trata en el punto c) no es un subespacio. Ф La 
condición que se satisface por las coordenadas en cualquiera de los pro- 
blemas de esta serie puede escribirse en la [orma AX == O, donde А es 
cierta matriz que tiene п columnas, y X es una columna de coordena- 
das en una base fija. Por eso la dimensión del subespacio correspondien- 
te es igual a п — rang A, y a título de base puede tomarse cualquier 
sistema fundamental de soluciones del sistema de ecuaciones АХ = О. 


1.48. a) Un subespacio de dimensión nè — Ch = LE, p) no es 
un subespacio. 1.49. a) Un subespacio de d 


ensión infinita; b) no es 
un subespacio; c) un subespacio de dimensión л. 1.51. 2. 1.52. 3; una 
de las bases es, por ejemplo, Y = (zy, zs, z;). 1.53. 3; una de las bases 
es, por ejemplo, Y == (ач, £a, т). 1.54. @ El sistema dado de polino- 
mios os linealmente, indepondiento, 1.55. (a) es una recta — 


2 


qao (a) + б es ama recta 1 


&,) es el plano — 22 = 0, У (ау, a5) + b es ol plano —3z— 
—y — 224-5 ¿l conjunto de soluciones de un sistema no 
homogóneo es una vari 1, obtenida de un subespacio do di- 
inensión n -— rani 3 de soluciones del sistema homogéneo c 

pondiente, desplazándolo en una solución particular arbitra 


sistema no homogéneo. 
" a 
Sz- V 2 ti 


izi 


7 * Y 
< Vi (i+ yt < yè a+ Vi v} 1.63, a) 0; b) —6. 
е! i=1 
b 


b 
1.64. а) —4; b) 24. 1.65, D) (jroewa) < () г (wet) x 


п no oan 
1.62. е) (У zi)? < D NB 
= = ` 


(| еа) ie) IG поа) (Eau) le 
à n Р 


kn copar) <([104)* ева)" è, c6. 
E 


, —2, 2, e, = (—2/9, — 27: = (6, —3, —6). 
(1, f, f, 1), es = (2, 2, —2, —2), es (1, i, —1, 
(е ее}, e == (5,2, 2, C1), e, = (2,3, —5, 2 
—3). 1.69. 8 = (e, ey, ез), e = (2, + 3, 
ur е, == (1, 5, 4, 10). £70. es = (—4¿, 2, —4, EN 
). e Para determinar el vector es = (zi. A Za ы) 
basta fallar alguna solución del sistema respecto de las incógnitas z, 
a5, та, 74 de dos ecuaciones lincales (es, e) = 0, (es, es) = 
determinación de е, el sistema análogo consiste de tres ee 
171, вз = (2/3, — 2/8, 4/3), 1.72. e = (т, ren 1, 0), e = 
—17, —6), 1.74, = 0 у, z = (3, 1). 1.75. y 
@, 1, —1, 4). 1.77. "De i igualdad | 2 
+1 Y se deduce que (z, y) + (y, 2) = (z, y) + 


+ (2, y) = 0, es decir, (z, y) es un número imaginario que no es no- 
cesariamente nulo. 
A 00 
2.1. Es un operador lineal; A=|0 20]. 
00% 


2.2, No es un operador lincal. 2,3. Es un operador de proyección sobre 
ol eje dado por el vectore. Si e = созо. i + cos B-j + cosy- Ic, entonces 


соз ёд, соз f cosa. cos y cos с 
A=| cosu соз В соз В cos ycosĝ | . 
cosa cosy соз В cosy cos?y 


2.4. Sí, es un operador lincal; si @:=аї--а,]-{-аК, entonces 
0 —a, а 
A=| a 0 —a |. 2.5. No es un operador lineal, 2.6. Es un 
—a, a 0 
operador lineal. < Está claro que 


у= U (e, q) х= g, + Yas (1) 


dondo y, es un componente del vector y a Jo largo dol oje e; ya 0з el 
com ponente del vector y coplanar respecto del plano æ. El componente 
y, esigual a 


Y, = 2, = (z, eje. @ 
El componente ya se obtiene del vector zç por giro del último en 


el plano о: en un ángulo q. Para hallar yq, introduzcamos un vector 
auxiliar le, z,], situado en el plano æ perpendicularmonte al vector zç, 
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сон la particularidad do que la torna zz, le, za], e es derecha, Descom- 
pongamos el vector y, en componentes a lo largo de x, y le, za]: 


Zo le, za] 
= [za] cos zal eup ALTA — 
Yu= ltal cop ZA Izal seu g TETTE 
=cus q- za + son g-[e, то}. (3) 
Por fin, 
za = z — z, = z — (z, e) e. 


Al sustituir (2), (3) y (4) en (t) obtendremos y = (x, е) e | eos q (z — 
— (z, e) e) + sen g le, z — (2, e) e] cos q-z + (1 — cos q) (z, e) e+- 
+ sen y [e, z| 

Do (5) se doduci 
dores de los prob! 


ie el operador U (e, q) representa una suma de opera. 
mas 2.1, 2.3 y 2.4 cuyas matrices se conocen. p+ 


y + 
2.7. Es un operador lineal; 4—|2 0 1 |. 2.8, Es un operador 
3—11 
0. E 
lineal; A=]2 01|. 2,9. No es un operador lineal, 2.10, Es un 
3—11 
0 11 
operador lineal; А={2 01|. 2.9. No es un oporador lineal, 
3—11 


00 O0 
2.100. Es un operador lineal; A=]0 1 —1] 2.141 а) 4= 


оо oj 
1 024 2010 
2 351 14-87 
; = . 242} Абыш 
302): 50 4 í 4 6 4 a 
1 123 43/4 7 
n A 4 а 
=|3 42]. зз. аву, Ec 244. ар) 
2—3 1 
—6 22 1 - 
= 34224 E= . 2.45. 
ме—2А+5Е=( 5): 249 аро, 0 
03 
> * 
50 n-4 
0 0 
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b 01 T] 2.16. /1/2 1/3 1/4 1/5 


sr 0 1 12 1314 

01 0 00 0 

М . 000 0 
^d 
LO 0, 
247. урра h 
0 1 2h 3⁄2 
001 2h 
0001 


2.19. El operador es invertible cuando, у sólo cuando, А = 0; Ад = 
m2 2.20. Ll operador de proyección sobre un eje dado por el vec- 


tor e no tiene inverso. 2.21. El operador no tiene inverso. 2.22. El 
operador de proyección, sobre un plano perpendicular al vector e no 
tione inverso. 2.23. El operador de imagen especular en un plano por- 
pendicular al vector e. Es invertible, con la particularidad de que 47!— 
= A.@ Lo último proviene de la igualdad A? = E, la que os obvia 
desde el punto de vista geométrico, mas puede ser comprobada tam- 
bién de la manera siguiente: A2z + А (z—2 (x, e) e) =z — 2 (2, e) e— 
—2 (z, e) Ae=z—2 (z, e) e —2 (z, e) (e — 2e) =z — Bz, m € Y^. 
2.24. A- (- z| 2у—з) ¿-F (—т—3у— 2а) j + (2z — 3y + 
-+ 22) k. 2.25. El operador по tiene inverso. 2.26. U-! (e, q) = Ü (e, 
Фф) =U (—e, q). 2.27. А-!= A. 2.28, El operador no tiene inverso. 


1 
y (ah 2n H 2ra, 2n + za — 2ta, 22 — 2 ++ аа). 


= R, 
= (—1, 
0; , la base N4: e = (1,1, ^ 
€ = (1, 1, 1); n4 = 2, la base Na: es = (1, —1, 0), e, = (1, 0, —1). 


C ( A = 
vector no nul m0 2... 
eloperador tiene su único número propio А = 4, y zÜ) = ое, w 40. 
2,40. À, == 1, a ^U es cualquier vector no nulo coplanar respecto del 


plano do reflexión, 44 = — 1, 202) = ae, a 40. 
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1 
241. Ao 1, XD ;. api 242 фай» ХӘ 


—1 
/ 
1 0 
= [2{-- |0}, o 2 y % no son nulos simultáneamente. 
0 1 


і {1 
243. A =1, amd } k =.0, ХӘ “Ë: ; mu. RA. 
1 


3 dj 
4-1, Х®ш@}1],@з&0. 245. %=3, Ka a)i nmt 


1 2) 
4 2 1 
Ха} 1; a 0. 2.46. 24,51, x P—a | 1|] e|. 040. 
1 ° A 
3 
оь no son nulos simultáneamente; Àj —1, Ха |5|, а = 0. 
6 


2.48. Para cualquier æ -£ 0, л el operador А liene dos númoros 
propios A, (g) = cos p-+ i son ф==еї®, Ay (q) = соз воп еї, Los 


1 
vectores propios que les corresponden: xe» феа ( ) y 


4 
x^? w=e(;) , donde œ y B son números complejos arbitrarios 


distintos de cero. Cuando p=0 уф el operador А tiene en 
cada caso un número propio: 2, (po 0) —1, X (p= л) = —1. En ambos 
casos el vector propio lo constituyo cualquier vector no nulo per- 
teneciente al espacio complejo Zp. 2.49. € Apliquese a la igualdad 


(А Ak) XO) —0 la operación de conjugación compleja. 2.50. i =1, 


4 (3 8i* 
xÓ02a|2]: 1,252434 xÓ9—2a|5—3: |; 452—234 XOD 
1 4 
3431 
=0|5+3:|; осо, а 0. e Hágase uso del resultado del 
4 


3 6 
problema 240. 2382. Ы Алал. — 254 (0| EI 


18* 243 


—83 —59 —45 47 13 48 `, 
2.55. 407 83 67 —11 2—8 2—8 |. 257. H= 
10 3 —11 £—8 e2-—8 
—8/2 AR A 14 /0 1 0Y 
= 12 0-—42|. D*— о 0 °) . 258. "=É 0 " 
12 2 3⁄2 4 4 4) M 0 0 
0 2/3 0 
D*= ji 0 —1/]. 2.59. El giro en un ángulo c alrededor del 
0 4/3 0 
origen de coordenadas en el sentido de las agujas del reloj. 


2.60. АДИ 2.61. = ird aa) siat +0; [5 23) 


— 
para a=0; { Š 2) para b=0. 2,62. «4 Supongamos que 
а, .. G ЄК" corresponden a los vectores columna de la 
matriz А. Do acuerdo con el teorema de Kronocker—Capelli, un 
sistoma es compatible cuando, y sólo cuando, rang А = rang А, ез 
decir, cuando el vector b, correspondiente al vector columna B, perto- 
nece а la cápsula lineal do los vectores ay, . . ., а„ los cuales correspon- 
den también а los vectores lila de la matriz conjugada А* (se consi- 
dera un caso real). El vector aritmético z será una solución del sistema 
conjugado por definición cuando, y sólo cuando (a;, z) = 0, i = 1, 

e-e n, y, por tanto, también (6, z)= 0. El teorema queda demos- 
trado. En el caso complejo las filas de la matriz А» están constituidas 
до pos los vectores ay, . . -, «4, sino por los complejos conjugados, pero 
la demostración queda la misma. pe 2.63. Es compatible; la solución 
general del sistema conjugado сз ce, e = (—1, —1, 2). 2.64. Es incom- 
patible; la solución general del sistema conjugado es ce, + Cota, 
e = (1, 1, 0), e, = (—1, 0, 1). 2.65. Es compatible; el sistema 
conjugado tione sólo solución trivial. 2.66. Es compatiblo; la solución 
genoral del sistema conjugado es la misma quo en el problema 2.64. 
2.67. Ф Hágase uso del teorema de Fredholm. 2.68. Sólo el sistema 


1 1 9 
del problema 2.65. 2.75. £1—| 1]. e| 0], =] 4], 
1 ы 


300 
A=|00 0) 2.76. La matriz no puedo diagonalizarse. 2.77. E, = 


000) 
1 1 /o 0 00 1 
=| ol, £&-lol. z-|1]. 4-|ot10]. 2.78. £Z-| °), 
4 1 0 001) E 


1 
1 
0 


‚279. E= a 
0 
2000 
0200 e 
ASi оого ] 75) i7 
0002 
Ki 
zg-| ° 1 
ZEE 
1 
10 0 0 
01 0 0 4 m "T 
“foo o 28.900 7) bo (G 1) раса m par, 
00 0-1 


24 
( i рага m impar. © Hágase uso de la fórmula 4m T-1D"T. 
190 180 —189' 2/3 


7385 --2922 
Q sa 252 252 —254 


1⁄2 —2/8 9.00 
E,=| —23|, Е,=| 1/3]. р=| 0—9 0]. 2.85. 
2/3 2/3, Mo 048 


1y 18 2/3 90 0 
E, = | {Ay |. a=] —2/2 |, D=(09 0]. 286 Л; 
—4 Y 18, 1/3 0027 


uy? 127] 0 200 
-|-uyi]| =] злу |, Е,=|0|,р=]040]. 287, 
o. 40 o 


оар, (07 20). зва. (& 127 =). 244.E, = | 2/3 
1/3, 


К a 1 004 
r 2 i 
| v$ V [5 9 , E q 
mrt US pe(o i) 288.0 a "-- 
Lys vid 


245 


[иЗ 1/2 07] 5 00 


20), © А 
n 6 3) ‚эзе. U-| 41/31/20 |, р=|0 301. 2.90. 


L. b. $ 4 0 01 
2/3 —2/8 —1/3 100 
U-|zs3 1з 1/3], D=|040]|.2.91. V= 
1/3 2/3 —2/3 007 
2 1 Ж 
® a 58 
йз зүв bi 100 
=| == = = |, р=|01 0 3.6 а) A= 
š 3b 
УБ sys 0 0 10 
š mE 
B sys 3 | 
1—1 —1 
so јони Ке 
=| 06 2lima=[012].37.0)4=| , , , 3]: 
42 6 123 da cu 


343. 2222—2112, 


342. = 


ЖУР M 
n=: —2a—2, ata 
аара, MEQUE: 
z = E Ш креп 

у= —z=zi+*š. 


344. 9а{%-Ь-1821-—9у°, 
| noL iE ир 
| а= арр арар 
l n 
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35. 3212 4-2: — 222, 


("уку " 
16. Dri test, 
RE ЖУЛЫН 
| T ys a+ vs ys d. 
| n= y He i Vi 4, 
aL acts 
L7 ys" ys 


317, 92(2-- 18272 -- 18242, 
£4 24127 
| РЫ 
з, 4 
M ad ий Ls 
2 
m ib stat. 
3.18, Elipse EE tut, 0 (4/5, 25, е = ИЛ, ЛУ), 
e,—(—2]V B, 1/V B. 349. Parábola уз=4 3 z, 0' 0, 1), e= 
(МУЎ ЧУЗ, eo (HAV, uD. 320, Wipórbola Z- 
4, 0, 1), еу (ЗЛИ, VB), e,=(—2/V B, 3/1/39. 


3.24. Rectas paralelas z'— + 5/0, O'(—8/5, —3/10), e= 
=(—2//$, 109), e 0/V8, 2/5), о Bien; on las variables 


antiguas, 22—y+1=0, 22— y —4 —0, 3.22. Elipse 5 $ += 1, 
0' (1/6, i. e Qy S, —1//$), eV 5. ub 3.23. Pará- 


bola y2= z, 08,2 (HE і, e= 
"Ge cde 
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z—y=0,  rksi-0 cuando i-i; hipérbola (—2*4 
+05) =. cuando AE(=1, 0; parábola 2=2y. 
cuando А = 0; dne. PEET EEY (-iy- E 
€(0, +00); b) hipérbola (1—3)2'22-(14-2) y?—1, 0'=(0, 0), 
e 7 (15, 41V 3), e 1112. —1n/93) cuando A€(—oo, 
—1) dos rectas paralelas z—g + 1-0, cuando À-- — 1; elipse 
(А) z?-- (4-3) 221, 00,0. е = (ЛИ, 1/2, e= 
-(—1/V3, —1/3), cuando X € (—1, 0); circunferencia 234 y! = 
=, cuando À —0; clipse (1—2) 2^2-- (12-2) 2-1, O (0, 0), e= 
=(—1//®, 10/9 e, 1/V/ 3, У), cuando X € (0, 1); dos 
rectas paralelas =+ 3 1 =0, cuando À— 1; hipérbola (1—):'%-- 
ФИА) y=, O (0, 0), e—(—1//2, и e,=(—1/1/2, 
Н 
— /V Ð, cuando X€ (1, +00). ч 
4, 0' (f, 2, —1), е = (1/3, 2/3, 29, eÚ = (2/8, 1/3, -2 
= (2/3, —2/3, 1/3). 3.26. Paraboloide hiperbólico 


= —2, 0 (1, 2, 3), е,=(—2/3, 1/3, 2/3), amta m am. 


ea = (2/3, 2/3, 1/3). 3.27. Hiperboloide de dos hojas Auch 457 
2 
=—1, 0'0, 1. —2/5, еү=(//$, —1Л/2, 0). e= 


pe 
7 225 
-uV?. BS 0), ел=(0, 0, 1). 3.28. Paraboloide elíptico 


2344 m 
=: cuando А Є (— оо, — 1); dos líneas rectas que se cortan 


, cuando A€ 


ara 
—+ E aa е —1/40, — 19/40, Ë - 3 
эү VE E, 0" (1 19/40, 1/2, е = (17/8, 
1076, —20V 6), e, = 0/V 8, 1/V 3, 17V 3, e = (4/V 2, —1//2, 0). 
3.29. Cilindro parabólico y2=4-2", 07 @, 1, —1), e — 2/9, 2/8, 


109). e—/3, —1/8, —2/3), e,— (1/3, —2/3, 2/3). 3.30. Cilindro 
elíptico AE j 75 0 (0, 1, 0), e2/3, 1//3 —1/3), 
es ИЛИ, —2/V 6, Vd Uva 0, 1//2). 3.31. Hiper- 
22 

boloide де una hoja +з КАК 17б —+Б =1, 0'(—1/3, —2/8, 2/3), 
em 07/8, —1Л/3, 1/3). е„=(1Л\/6, 2/V/8, AVA, am 
=(1/V 2,0, —1/V/2). 3.32. Cilindro hiperbólico i-i. il 

© (6, 1/3, —5/6), e = (1//2, 0, —1/V 3), e — 0/3, MES 
1143, es— 0/6, 2/8, 1/46). 


CAPITULO 5 


CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES 
DE UNA SOLA VARIABLF 


$ 1. Derivada 


1. Definición de la derivada. Derivación de las funciones defini- 
das explícitamente, Sea Af (хо. Az) = f (za + Ах) — f (za) un incre- 
mento de la función y = Í (z) en el punto х, correspondiente al incre- 
mento del argumento Az. denomina derivada de primer orden (0 pri- 
mera derivada) de la función y = f (т) en el punto z, el límite 


Af (zo, Az) 
Az Ы 


а) = lim 0 
"= 


Los números 
AM (zo; Az) 


ieam uim, MA 
y 

7 e M Gre ба) 

nam im a 


so llaman derivadas a la izquierda y a la derecha, rospectivamente, de 
Ta función y = f (z) en el punto zç. Para que exista la derivada f’ (т) 
de la función f (2) en el punto sy s necesario y suficiente quo existan 
y coincidan on dicho punto sus derivadas a la izquierda y a la derecha, 
es decir, que sea 


Р. (zg) = 14 (®). 


EsgmpLo 1, Hállonse /^ (0) y / (0) para la función / (z) = | 21. 
4 Según la definición, tenemos 


ТА Ах 
0) = lim = иш ni 
p Айо ÀZ anno ÔT 
y 
. Тыр. £ 
£()- Mm = lím =i. 
5o љо ÀZ aas Ат 
Notemos que la función f (z) = | z | no tiene derivada en el punto 


зо == 0, puesto que f (0) Z 7: (0). >» 
249 


Una derivada de la función f (z), considerada sobre el conjunto de 
aquellos puntos en los que existe, es de por sí una función. El proceso 
do hallar la derivada se llama también derivación (diferenciación). 

TABLA DE DERIVADAS de las funciones elementales principales. 
1. (20) = aro, a s£ Q. 


ах Ina, a > 0; (ex)! = ек. 


2 (a 
3. (log, a) = loga el, a0, a = 1: (nay = 
4. (sen z)' = cos z. 

5. (cos z) = —sen z. 

б. (87 =F 

T. ша т" 

8, (areson z)' = — (arccos z)” = yim 

9. (arctg à) ==: — (arectg 2) = vis : 


REGLAS DE DERIVACIÓN DE LAS FUNCIONES 
1. Sca C una constante y sean f (z), g (z) las funciones a dorivar. 
Fn este caso: 
4. (Су =0. 4. (fey —f'e-- fe 
2. (ARY EH g (+ 
3. (Cf) = Cf. "Vg 
И. Sv) траш que la función у = f (т) tiene derivada on el 
Eno то y la función z = g (y) tiene derivada en el punto yọ = f (zu). 
Entonces, la función compuesta z = g (f (z)) tione en el punto z, una 
derivada igual a 


z' (za) = z” Qo f (zo) @ 
(regla de derivación de una función compuesta). 


EsrmeLo 2. Hállese la derivada de la función z—1ogs (arcsen 2). 
44 Suponiendo z = log, y e y = arcsen z, tenemos 


" 1 СЕТЬ | 
E Malope e y= VER 
Do aquí, conforme a (2) obtenemos 
zum. > 


arcsen z 


Hállese Af (za, Az), si: 
1.1. / (z) = 2, zç = 1, Az = 0, 1. 


12.70) = Уг. 


Yz, до = 1, Ах = 0,25. 
(z) = lg z, z = 100, Az = — 90. 

Hállese Af (zs, Ах) como función de Az, si: 

1.4. f (z) = sen z, ж = 3- 
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< Tenemos 


IC 


1.5. 
1.6. 
17. 


a logalz), ж = 1. 
Haciendo uso sólo de la definición de derivada, hállese 


° (z) 
1.8. f (z) = ctg z. 
« Tenemos: 
* с ол) сіт ii sen (— Ағ) 
(ctga) = lim AT = dim AF sen т son (т--Ал) 
4 $ 
= — lim "sen z sen GEA zc 


19. f (z) = Š 1.40. f (z) = VZ: 
1.11. f (z) = 2. 1.12. f (z) = log, z. 
1.13. Se sabe que f (0) = 0 y existe un límite Иті), 


+0 
Demuéstrese que este límite es igual a f’ (0). > 


1.14*. Demuéstreso que si f (z) tiene derivada on ol pun- 
to zo entonces 
lim Zf) Ө ey rof’ (80). 
x-x, ES] 
Hállense, para f (z) dada, ^ (zo) y f. (20). 
1.15. f (z) = lz—411|41 z+ 1 |, z = +1. 


z; ss, 
Ie: 1e-| — be, a4, "7i 
< Tenemos 
" u = K NER 
EN ed E s 
y 
TERT f(2)— 10) da RS 
iere dn. 2—1 = ER 5 


«ilis eiat a 
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148. J (z) = 
0, #£ = 0, 

49. „=0. 

149. f (2) fT 20, ^79 


1.20*. Muéstrese que la función 


4 
zsen—, 1% 
19-4 0, 2-0 


es continua para z = 0, pero no tiene en este punto ni derí- 
vada por la izquierda ni por la derecha. 
Hállense las derivadas de las siguientes funciones: 
$c 


421. y=3-20 552 432. у= — 25. 


1.23. уша а. і icm 
Lb E 2 ; 4 

135. =p 126 уара 
=2+V7 =Vv= 

1.27, yep 1.28. у= re 


sen т—созх 
senz-J-cosa ^ 


1.29. y-2senz—3tgz. 1.30. у= 


131. y— V arcerg + 


132. y= 1419 (221). 


1.33. y= cos? (s) e 134. y=| sen z. 
1.35. y=arctg (z —V 142). 


ИУ b+acos 7 = 4 5 
1.36. у=зтесоз сог. 1.37. у= V ze. 


1.38. y— 1.39. y- 2n, 
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1.40. у= 2 97е. 4.41. y = 325. 
1.42. у= ln z-lg z— In a-log, z 
1.43. y=1logz In 2x. 1.44. y=e "ESTO, 
1.45. y = ln arctg V 14-23. 
1.46. y— n (z+ Y 12). 
Hállense Jas derivadas de las funciones hiperbólica 


1.47, ві с. 


(seno hiperbólico), 
1.48. ch к= it (coseno hiperbólico), 


1.49. th х= eno тЕг (angente hiperbólica), 


p 
1.50. cth z = 


Se denomina derivada logarítmica de la función y = f (2) la deri. 
vada del logaritmo de esta función, es decir, 


(cotangente hiperbólica). 


б: 
nay e. 


El cálculo do la derivada so simplifica a menudo, con la aplicación 
previa de los logaritmos. 


Esswtoro 3. Hállese lo derivada de la función а= £e. 
< Tenemos 
їп - vna а (2—2), 
1n y his YE 
(In y) 7 
de donde 


EjEMPLO 4. Hállese la derivada de una función ezponencíal 
1 
compuesta y 


4 Calculando los logaritmos, obtendremos 


пиз (11). 


De aquí hallamos las derivadas do los miembros primero y sogundo 


(hy 


Por consiguiente, 
yr (t-r +)” (m (1+ 2-17)» 


HálHense las derivadas de las siguientes funciones, apli- 
cando previamente Jos logaritmos: 


(3 (2r—1) 


iak у= 1 
152. у= |р EEE, 


1.57. =V. 1.58. у= (In а), 
1.59. y — (sen zjersen s, — 1,60. y— z<. 
1,61. у= ur 204825 y—a a 4 2. 


Calcúlense n derivadas de las funciones dadas, intro- 
duciendo las variables intermedia: 
1.63%. y = In (cos?r + Vi F co 
1.64. у = (arccos z)'In (arccos z). 


CA aresen (e) 


1.65. у= i-es 
1.66. y= I = arctg a. 
1.67*. Sca 
раа 250, 
Аа ах +0, rl. 
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Hállense los coeficientes а y b de modo tal que la función 
f (a) sea continua y derivable en el punto Zo == 0. 


1.68. Sea 
1 
T + dum 
ai$4-b, |z|«1. 


Hállense los coeficientes a y b de modo tal que la función 
f (x) sea continua y derivable en cualquier punto. 
Hállense las derivadas de las siguientes funciones: 


a Apu А 
1.69. y= JE 1.70. у= Vs EY - 


1— = 

1.71. у=” (0 — 3)" (0 rz)". 

1.72. y = sen (cos? х) cos (sen? z). 1.73. ==" 
ay bye [zy 

1.74. (A) e o 


zy 3— 


1.75. у= In (In^ mz). 1.76. y ту In УЗУ 
үзү? 


1.77. у = log, sen (2224 3) " 

1.78. y —arctg (tg? х). — 1.79. y = log, e. 
1.80. y=(sen aj, 1.81, у= yit e 
1.82. у= Y cos z-a YE. 

1.83. y= n (sh z) + 


1 
Tür 1.84. y —arctg (Lh 2). 


1.85. уе аһ ағ. 1.86. y =arecos (ziy): 


1.87. y= In |z|. 
< La función y = In | z | está definida Vr € x, 240, y 


nz 220, 


alita жеб 


De aquí 


(n [z1) = 
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1.88. y E: 1.89. y — isen 2]. 

1.90. y = | arctg z |. 

1.91. y = [т] z, donde [z] es la parte entera del núme- 
ro 2. 


< La función y — [z] z ostá definida Vr €R. Si kEZ, 
entonces y = kz para z € [k, k + 1). Por ello 
y = k, = € (k, k + 1), 
y en los puntos z = k, k € Z: 
f: (kà)= k— 1, fL (k) = k.p 


1—т, <0, 
1.92. ‚= | we Е ЮЕ 
£ sgo, 
1.93. y | lu (1-4 z), z20. 
lz|<1. 
Я Я 
1:94. y | ji, |z| 21. 


SE 

1.95. y= т V TTF: 

1.96. y == (z — aj (z — ago... (z — аа)". 
1.97. y = а“. 1.98. y = (log,a)'. 

1.99. y = sen (sen (sen z)). 1.100. y (1/2). 
1401. y= сак ш : 


E 1 sen?az 

1.102. y=3 TS 

1.103. Demuéstrese que la derivada de una función par 
es una función impar, y la derivada de la función impar, una 
función par. 

1.104. Demuéstrese que la derivada de una función perió- 
dica es también función períodica. 

1.105*. llállose f' (xp), si f (z) = (x — zo) Фф (z), donde 
la función q (z) es continua en el punto ту. 

Sean q (x) y 1 (х) unas funciones derivables. Hállense 
las derivadas de las siguienles funciones compuestas: 


1.106. y =V g? (z) FX? G). 


[10] 
те)” 


1.107. y =arctg 


256 


1.108. y = эр (E), эр (2) > 0. 
A: y = logs (2) $ (z), € (z) > 0, p (z) > 0, q (z) Z 
+1. 


+4 Pasomos a los logaritmos naturales; 


In (: 
y= logy V) = Tau e У 
ре aquí hallamos 
Y (a) 296 
we eO TC 290) 
3 Tg) E: 


i (x. m 0 
ws (o) T 


Sea f (х) una función derivable arbitraria. Hállese g“: 
= f (In z). 1.111. y = In (f (2). 


f (ee. 
<q Ponemos ^ (ex) exef 2 + f (ех) efc f (z) = efGXY(exf" (ex) -|- 
+ r f (ех) 


A13. y = f (f (2). 


2. Derivación de las funciones definidas en forma implícita o 
paramétrica. Se dico que la función y — f (z), z € (a, b), viene dada 
implícitamente mediante la ecuación F (=, y) = 0, si para todo z€ 
€ (a, b) so vorifica 


1.112. 


F (z, f (2) = 0. (3) 
Con el fin de calcular la derivada de la función y = f (z) se debe deri- 
var la identidad (3) respecto de z (considerando el primer miembro 
como una función compuosta de z) y luego resolver la ecuación obte- 
nida respecto de f (z). 
EJEMPLO 5. La ecuación z? + y? = 1 define implícitamente dos 
funciones en ol intervalo (—1, 1): 


nG)-Vy 1-2. 
m()=—Vi==. 
Hállense sus dorivadas sin emplear las expresiones explícitas (4). 


< Sea y e cualquiera de estas funciones. Entonces, derivando 
respecto de z la identidad 


(4) 


22+ 00 (z) = 4, 
obtendromos 
27 + 2y (z) у (z) = 0. 
De aquí 
(а) 
y (= 70’ 
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es decir, 


» 


E 
а) = = = 
ы BG) yia* 
EJEMPLO 6. Dedúzcase la regla de diferenciación de una función 
inversa. 
4 Si z= f-t (y), y € E, es una función inversa de y = f (2), 
+ € D, entonces para todo y € E se cumple la igualdad 
РО (0) — y = 0. 
En otras palabras, la función inversa z = j^! (y) ез una función deji- 
nida implícitamente mediante la ecuación 
@—у=0. ) 


5 
Para calcular la derivada de la función > = f (y) derivemos (5) 
respecto de yt 


f (z (0) z' (q)—t-9, 
de donde 
1 
' — 
Mr e 
Al tratar las funciones definidas implícitamente, así como las 
compuestas, se usarán, además, para designar la dorivada, las donota- 


ciones del tipo yz allí, donde es necesario precisar respecto a qué va- 
viable se realiza la diferenciación. 


1,114. Hállese el valor de yz en el punto z = 1, si 
a? — 2z*5y* + 5z + y —5 = 0, y (1) = 1. 


1.115. Hállese y; en el punto (0, 1), si е + ay = e. 
Hállose y% para las siguientes funciones definidas im- 
plícitamonto: 


з 
14416. £7 4-7 


1.117. z*-| y = 2202. 
1418. V z-FVy—Yy a, a>0. 1.119. 2yIny=x. 
1.120. ех sen y — el cos x = 0. 


1.121. sen (zy) + cos (zy) = 0. 1.122. 2* + 2v = 2" 
1.123. z — y = arcsen z — arcsen y. 


1.124. arctg = In V zr y. 
1.125. zy — aretg T. 1.126. zv =y". 
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S т\н 
1427. a? = (Z). 
y 
1.128. Demuéstrose que la función y, definida mediante 
la ecuación ху — ln y = 1, satisface también la ecuación 
Y + (y — Dy' = 0. 
Hállense las derivadas de las funciones inversas a las 
dadas: 
1.129. y = sh z. 
ҮҮТ ex—ex 
«4 Tenemos, por definición, sh z = gs Puesto quo (sh 2) == 
a Ce 
2 
monótona sobre todo el eje real y, por tanto, tieno su inversa designa- 
da por arsh z, Do acuerdo con la regla de dilorenciación de la función 
inversa, obtenemos 


> 0 para todo z € R, entonces la función sh z es creciente 


Siem im e t e d A 
аад тур mre a утри 


Por consiguiente, pasando a las designaciones habitualos, tonomos 


uds 1 
(arsh z) “E > 
1.130*. y = ch х, 1.131. y = arcsen 2. 
1.132. у = 22? — z, z € (1/2, --oo). 
Sea y = w (z) una función inversa а la dada y = f (£). 
Expréseso æ’ (z) en términos de z y o (z), si: 
1.33. у = т^. 
44 Teniendo presente que 
(Y = a* (ln z d- 1), 
obtenemos: 
¿2 4 t 
ABAD уйе Q) Tl ° 
puesto que = == а (y). En las designaciones corrientes 
Я 
nano > 
1.134. y = z + e“. 1.135. y = Ч, zx. 
1.186. y = z + log, z, 1.137. y = zx !n z, 


a' (z)= 


Sean dadas las funciones 
zc) y=v(0, :€(% D. (б) 
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Si en este caso т — q (f) tiene en el intervalo (o, B) su inversa t = 
= q^ (z), queda, pues, definida una nueva función 

y (z) = w (g (z), m 
llamada función definida paramétricamente por las correlaciones (6). 
Derivando (7) respecto de z y empleando la regla de derivación do la 
función inversa (ejemplo 6), obtenomos 


EOTS: ЖЕ. 
Vm Vit г. © 


EJEMPLO 7. Hállese y£, si 
x = cost, y-—sent, t€(0, 2) 
< Como yý == cost, qj = —2 cos tsent, entonces, según la 
fórmula (8), hallamos 


NE 
= тг Р 


Hállense ух рага las funciones dadas paramétricamente: 
1.138. z = 21, y = 3t* — 5t, t € (—оо, +оо). 
1.139. z = 1? + 2, y = 0,58, t €(—oo, +00). 


1 £ z 
1440. == тт» i7 (x) , i—i. 


1444. z = 275, y = 2%, £ € (оо, +00). 
1.142. z = a cos p, y == b sen @, g € (0, x). 
1.149. z = tg t, y = sen 2t + 2 cos 2t, t € (—1/2, л/2). 


1 t 
1.144. z = arccos VAR у= arcsen Vine 
1€(0, + ә). 


1.145. z = In (i + t), y = t — arctg t, t € (0, +00). 
1.146. З log, ctg t, y = tg t + ctg t, t € (0, л/2). 
1.147. z = arcsen (t? — 1), y = arccos 2t, t € (0, V 2). 
1448. s= V 1—Vi у=ү1—}у/1, 

tE(L, +00). 
1.149. z = a sh z, y = b ch t, ż € (0, +00). 
Hállese yz en los puntos indicados: 


1450. z=: mt, у= TÉ, ¿=1. 
1.151. х = t (t cos £ — 2 sen t), Pies sU 


y = t (t son t + 2 cos t), 
1.192. z = el cos t, y = & sen t, t = л/б. 


i2. 


3. Derivadas de órdenes superiores. Se denomina derivada de se- 
gundo orden de la función y = f (т) la derivada de su primera deriva- 


da, es decir, 
y" (z) = (уи (y. 


En general, se llama derivada de n-ésimo orden (0 n-ésima derivada) 
la derivada do la derivada de orden (n — 1), es decir, 


y (z) = (unm, n= 8... 
А 
Para la derivada do n-ésimo orden se usa también la designación. $74, 
EjEMPLO 8. Hállese у", si y=1n (x+ V1 F $3), 


<q Tenemos y” . Por consiguiente, 


Hállenso las derivadas do segundo orden do las siguientes 
funciones: 

1.154. y = cos? z. 1.155. y = aretg z?. 

1.156. у= lom V 1—7. — 1.457, y — 07s. 

1.158. PM 1459*, y z Vx, 

1.160. ITállense y (0), y” (0), y” (0) sy, (z) = e" son дл, 

1,161. Hállese y” (2), si y = In (x — 1). 

1.162. Flállose y!V(1), si у = 23 n 

1.163. Hállense y (0), y” (0), y" (0), si коз eos (sen т). 

Soa f (u) una función dorivable dos veces. llállenso y” 
e y", si: 

1464. y= ($). 1465. у= (еә). 

Sean и (x) y v (a) funciones derivables dos veces. Mállen- 
se y', y^, si: 

1.166. y = u” (u > 0). 

44 Tenemos ln у = vlnu. De aquí encontramos 


£ eg VE 
f =u mute, 
= In a 


os decir, 
=з (> Indu] жеш (v huq T ut), 


ии (v inue e) жи (о + 
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»* d; Putent). -(( w^ ay E 
ык ы yaa D vU Inu) + 
u’? 2u'v* 


— EU pna). » 


1467. y Vu? iv. 4.168. у= а 2. 


Hálleso la fórmula para Ja n-ésima derivada de las fun- 
ciones dadas: 

1.169. y m, m € N. 1.170. y =a", kER 

1.171*. y = son z. 1.172. y = In x. 

1.173*. у= соз х. 1.174. у= = z 

Hállense las derivadas indicadas de las funciones da- 
das, empleando la descomposición en una combinación line- 
al de las funciones más sencillas: 


1475. y = 27. hálleso y». 


44 Transformemos la expresión a la forma 


2r 4 1 
r 
Puesto que 
1 (m 4 
(а) =n ерут» 
so tiene 


1 1 
ymo ttn (rre eer): > 


1476. у= ser. hálloso y%™, 
њу (20) 
1.177*. у= Vier" hállese y». 


Supongamos que п (2) y v (z) tienon derivadas de hasta n-ésimo 
orden inclusive. Entonces, para Ja derivada de n-ésimo orden do su 
producto и (х) е (х) queda válida la fórmula de Leibniz 


(ину num nr OD. u md yt. 


л 
s +оо Y) САшп-юою, 
Lx 
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EET ra rN (а 0) _ on 
donde ute u; vò = р y Ch — T = 


son unos coeficientes binomiales. 


Hállense las derivadas de órdenes indicados de las fun- 
ciones dadas, aplicando la fórmula de Leibniz: 

1.178. y = (a? + z + 1) sen z, hállese y09. 

1.179. y = (z? — z)e*, hállese y. 

1.180." y = sen x+e*, hállese y. 

1.181. y = z logar, hállese уб), 

1.482. у = z sh z, hálleso yO, 

1.183*. Muéstrese que 


(&^* cos bz)? = r"e^* cos (bz |- nq), 


donde = а Е 0, ¿g q = =. 


ln 
» 2 
y жт. 


1.185. Calcúlese el valor de la n-ósima derivada de 
la función y = en el punto т=0. 


1.184. Demuéstrese que (z?71e1/5) 69 = (— 


а. 
11792105 
44 Tenemos, según la condición, que 

y (z) (22 — 2z + 5) = 3z + 2. 


Derivemos esta identidad n voces aplicando la fórmula de Leibniz. 
En este caso (para н > 2) obtendremos 


у (а) (33-2 45) uy mtb (s — ya-d (a)-2=0, 


de donde рага х0 
бугт (0) —2ny'n7P (0) en (n—1) y? (0)=0, 
o bien 


(n 


—1 
E La aen y 


y (0)=— ny!n7*1 (0) 
Se ha obtenido una fórmula recurrente para determinar la pésima 
derivada on el punto z = 0 (n > 2). Los valores de y (0) e y” (0) los 
hallamos directamente: 
2 _— 24-19 19 
б=т, y (0)= (195-5) 


A continuación, suponiendo sucesivamente п = 2, 3, 4, ..., obten- 
dremos, con ayuda de la fórmula recurrente, los ia ile Ins deriva- 
das de órdenes suporiores. 


203 


Por ejemplo, 


А 24 > ы 
5 0— — mme 
aoo 2a 56 82 10 284 
970-733 43— V 3-—g9sy- P. 


Aplicando cl método descrito en el problema 1.185, hálle- 
so la derivada de cuarto orden en el punto z = 0 de la fun- 


ción dada: 
x arjb ааа 
1.186. у= тарі с&0. 1487. W— A EE 


1.188. Muéstreso que la función y = arcsen z satisface 
la ecuación diferencial (1 — 22) y" = zy 
1.189. Muéstroso que la función y = C,e-?* + C,e?* + 
+ e* satisface la ecuación diferencial y” — Ay' + Ay = e. 

1.190. Muéstresc que la función y = e-* cos z satisface 
la ecuación diferencial yQ V) -- 4y = 0. 

1.191. Mnéstreso que la función y = z" (cos (In 2) + 
sen (In z)) satisface la ecuación diferencial ху” + (1— 
—2л)шу' + (1 + n?)y = 0. 

En los problemas 1.192—1.196 hállense las derivadas de 
segundo orden de las funciones dadas implícitamente: 


чн aretg Y 
1.192. VF = PES ,»a>0, 


4 Diforenciando la ecuación que define la función y (z), obto- 
nomos: 


no eA. d 
EXT 


De ичи} 
zcbay —cyo—y (9) 
Y, por consiguiente, 


Al diferenciar (9) y usar la expresión (10), hallada para y”, obtenemos 
» 2t yt) 
Fe 
1.193. y? = 2pz. 1.194. y = 1 + xe. 
1.195. y = tg (z + y). 1.196. £57" = ay. 
1.197. Dedázcase Ja fórmula para la segunda derivada 
de Та función inversa respecto a la función dada у = f (z). 
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1.198. Demuéstrese que si (a + bz)e"/* 
uy = (y — yy. 

Hállense las derivadas de segundo orden de los siguien- 
tes funciones dadas paramétricamente: 

1.499. == nt, y = t’, #Є (0, +оо). 


< Tenemos 


y enlonces 


y 
n= =з 
H 


Vis m шд em Q2) (im B E 


Observemos quo en el caso dado el pari 
Jas ecuaciones dadas, suponiendo 
1 = ех, Por consigniente, la expre- Y 
sión para yx, como función de z 
tiene la forma yz, = Je. 

En el caso general, si z — 
= Ф (0, y = y (0), se calcula yz, 
según la fórmula 


tro t es fácil eliminarlo de 


y f(x) 


фе (Ow q) a 


YOg 
гет WF 


(e 
б) AO) 
” (£) ^w" (0) 


(eO c 
1.200. x = sec t, y = tg t, Vig, 46 
t € (0, 1/2). 
1.201. z = arcsen t, y = In (1 — 12), t € (—1, 1). 


1.202. z = arctg t, y = In (1 + t), t €(—oo, - оо). 

1.203. z = a cos? t, у = a sen? t, t € (0, 7/2). 

1.204. Muéstrese que la función y (z), dada paramétrica- 
mente mediante las ecuaciones z = sen l, y = ac V3. + 
+ be VÀ ie (—л/2, n/2), satisface la ecuación diferencial 
(1 — a?)y, — туу == 2y, cualesquiera que sean las cons- 
tantes a y b. 


4. Aplicaciones geométricas y mecánicos de la derivada. E 
de la derivada /' (zo) de la función y = / (z) en el punto z, es 
oveliciento angular (ln pendionto) É -= tg 9 do Ja'taugento 7 
a función trazada por el punto M, (zy, yo), donde pa = 
= f (zo) (lig. 46) (significado geométrico de la derivada). 
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La ecuación de la tangente TT" а la gráfica de la función y = 
= f (z) en su punto M, (zo, yo) tiene la forma 


Y — Yo = f' (zo) (z — то). 


La recta NN” que pasa por el punto de tangencia Mo perpendicu- 


larmente a la tangento se denomina normal а la gráfica de la función 
y = f (z) en esto punto. La ecuación de la normal es 


(z — zo) f (za) (y — во) = 0. 


Escríbanse las ecuaciones de la tangente y de la norma] 
a la gráfica de la función у = f (z) еп е} punto dado, 5: 

1.205. y = a* — 5х". 4, z = —1. 

1.206. y = 2% + 24% — 4х — 8, то = —2. 

1.207. у = 2, а = 4. 

1.208. y = tg 2z, xp = 0. 

1.209. y = In z, zç = 1. 

1.210. у ext, z = —4. 

1.211. Escríbanse las ecuaciones de la tangente y de 


la normal en el punto M. (2, 2) а la curva s= 


y- ХА + + NT 

1.212. Escríhanse las ecuaciones de las tangentes a la 

curva 
z = t cos !, y == tsen Г, t € (—o, +00) 
en cl origen de coordenadas y en el punto ? = л/4. 

1.213. Escríbanso las ecuaciones de la tangente y de la 
normal a la curva 2% + y? -- 2z — 6 = 0 en el punto de 
ordenada y, — 3. 

1.214. Escríbanse la ecuación de Ja tangente a la curva 
25 -- y5 — 2xy == 0 en el punto M, (1, 1). 

1.215. ¿Bajo qué ángulo la gráfica de la función y = e? 
corta la recta z = 2? 

1.216. ¿En qué punto M, de la curva y? = 22? la tan- 
monte es perpendicular a la recta 4z — 3y 4- 2 = 0? 

1.217. HWállonse los cocficientes b y с en la ecuación de 
la parábola y = z? -- br + c que toca la recta y = z en 
o] punto AM, (1, 1). 

1.218. Muéstrese que las tangentes a la hipérbola y = 


=; 5 en los puntos de su intersección con los cjes coorde- 
nados son paralelas entro sí, 
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1.219. Fórmese la ecuación de la normal a la gráfica de 
la función y = — Y z + 2 en el punto de intersección con la 
bisectriz del primer ángulo coordenado. 

1.220. Fórmese la ecuación de tal normal a la parábola 
y = z2 — бх + 6 que sea perpendicular a nna recta que une 
el origen do coordenadas con el vértice de la parábola. 

1.221. En los puntos do intersección de la recta z — y + 
+ 1 = 0 con la parábola y = z? — 4r + 5 están trazadas 
las normales a la parábola citada. Hállese el área del trián- 
gulo formado por las normales y una cuerda que uno los 
puntos de intersección mencionados. 

1.222. Muéstrese que las normales a la desarrollante de 
la circunferencia z = а (cos t + tsen f), y = a (sen t — 
— t cos i) son tangentes a la circunferencia 2° + y? = a*. 
ey = fa (2) en su 
tangentes a dichas 


So llama ángulo c entre las curvas y = f, ( 
punto común Mp (zo, yo) un Ángulo formado por la 
curvas en el punto Mo. 


1.223. Demuéóstrese que 


NE TESCO 
шо)" 


Hállense los ángulos bajo los cuales se cortan las curvas 
dadas: 

1224. у —z* е у = x. 

1.225. y = (z — 2)? e y = Ax — х + 4. 

1.226. y = sen z e у = cos z, z € I0, 271. 

1.227. х? + y? = Зал e у? = = 

1.228. Demuéstrese que la suma de los segmontos que so 
obtienen al cortar la tangente a la curva z! + y = an 
en los ejos de coordenadas es igual a « para todos los puntos 
de la curva. 

1.229. Muéstrese que un segmento de la tangente a la 
astroido 27/5 + y? = а%/%, comprendido entre los ejes de 
coordenadas, es de longitud constante igual a a. 

1.230. Hállese la distancia entre el origen de coordena- 
das у la normal a la línea у == e* +- z?, trazada en el punto 
de abscisa z = 0. 

1.231. Demuéstrese que el segmento de una tangente 
a la tractriz 
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comprendido entre el eje de coordenadas y el punto de tan- 
gencia, es de longitud constante. 


Si una curva vieno dada en las coordenadas polares por la ecua- 
ción r = r (q), el ángulo 6, formado por la tangonte 77” y el radio 


vector OM del punto de tangencia M (fig. 47), se determina por la 
rolación 


tg0= 


rig) 
ы (12) 


1.232**. Dedúzcase la 
T-r(g) fórmula (12). 

1.233. Hállese el ángulo 9 
entre la tangente y el radio 
vector del punto de tangen- 
cia para la espiral logarít- 
mica r = aero, 

1.234. Hálleseel ángulo 8 
formado por la tangonte y 
el radio vector del punto 
de tangencia para la lem- 
niscata r? = а? cos 2p. 


Fig. 47 


Si z = x (t) os una función que doseribe la ley del movimiento do 
un punto material, entonces la pum derivada Б == ropresenta 


la velocidad y la segunda derivada 2 A = z es la aceleración de este 


punto en un instante de tiempo t ELM mecánico de las derivadas pri- 
mero y segunda). 


1.235. La ley del movimiento de un punto material por 
una recta tione la forma z = 1/At* — 48 + 161%. 

a) ¿En qué instantes de tiempo el punto se encuentra en 
el origeu de coordenadas? 

b) ¿En qué instantes de tiempo la dirección de su movi- 
miento coincide con Ja orientación positiva del eje Ox? 

c) ¿En qué instantes de tiempo su aceleración es nula? 

1.236. Hállese Ja velocidad de una oscilación armónica 
de amplitud a, frecuencia o y fase inicial q = 0. 

1.237. Un cuerpo de masa 4 se desplaza rectilíneamente 
según Ja ley x = P 1 |- 1. Hállese la energía cinética del 
enerpo en el instante £ = 5. 

1.238. ¿ln qué instante de tiempo £ €10, 2x] se debe 
parar el efecto de las fuerzas para que un punto que parti- 
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cipa en la oscilación armónica z = cos 34 siga moviéndose 
uniformemente a la velocidad v = ?/. 

1.239. Un punto se desplaza por una espiral logarítmica 
r = ет. Hállese la velocidad de variación del radio polar, 
si se sabe que éste gira a la velocidad constante o. 

1.240. Un punto se mueve por una circunferencia r — 
= 2a cos q. Hállese la velocidad de variación de la abscisa 
y ordenada del punto, si el radio polar gira a la velocidad 
angular 0. 

1.241. ¿En qué punto de la elipse 162° -+ 9y? = 400 la 
ordenada va decreciendo a la misma velocidad a la que crece 
la abscisa? 

1.242. El radio de una bola varía a la velocidad v. ¿A qué 
velocidad varían el volumen y la superficie de la bola? 

1.243. Una rueda gira de modo tal que el ángulo de rota- 
ción es proporcional al cuadrado del tiempo. La primera vuel- 
ta de la rueda se ha realizado durante un lapso de tiempo 7 = 
== 8 segundos. Hállese la velocidad angular c en el instan- 
te de tiempo t = 32s después de comenzar el movimiento. 


$ 2, Diferencial 


1. Dilerencial de primer orden, Una función y = f (z) se llama 
derivable en el punto же, si su incremento Ay (zo, Ac) puede represen- 
tarse en la forma 


Ay (zo Az) = A Az + o (Az). (0) 


La parte lineal principal А Az del incremento Ay Ilovasi nombre 
de diferencial do esta función en el punto zç, correspondiente al incre- 
mento Az, y se designa por ol símbolo dy (zo, Az). 

Para que la función y = f (х) sea derivable en el punto zp, os 
necesario y suficiente que exista la derivada f’ (xp); en este caso se 
vorifica la igualdad А = /' (zp). 

Esta afirmación permite llamar derivable toda función que tiene 
derivada. Procisamente en este sentido hemos usado esta expresión 
en el 

La expresión para una diferencial tiene la forma 


dy (zo, dz) = f' (zy) dz, 
donde se ha adoptado la designación dz = Az. De la fórmula (1) se 
deduce que, si f' (zy) + 0, entonces рага Az — 0 cl incremento de la 


función y su diferencial dy en un punto fijo serán unos infenitésimos 
equivalentes, lo que permite anotar la igualdad aproximada: 


Ay = dy para | Az | < 1. e) 


EsembLo 4. Hállese el valor aproximado del volumen V do una 
bola cuyo radio es г = 1,02 m. 
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< Puesto que V (r) ~} ne, entonces, suponiendo rg = 1, Àr = 
= 0,02 y haciendo uso de la fórmula (2), obtenemos: 
Y (1,02) — V (1) r AV (1, 0,02) = V (1) — У" (1)-0,02= 
=La+4n-0,02 s 4,43 m3. e 


SIGNIFICADO GEOMÉTRICO DE LA DIFERENCIAL, La diferencial 

dy (те, Az) es igual al incremento de la ordenada de la tangente 77" 
a la gráfica de la función y = 

= f(x) en el punto Ma (то, Yo) 
correspondiente а! [incremento 
del argumento igual a Az (fig. 48)- 


2.1. Demuéstrese que pa- 
ra una función linealy — 
= ах + b el incremento 
Ay y la diferencial dy coin- 
ciden. 

2.2. Hállense el incre- 
mento Ay y la diferencial dy 
de la función y = 23, co- 
rrespondientes al valor del 
argumento д, == 2 y a dos incrementos distintos del argu- 
mento (Az) — 0,1 y (Az), — 0,01. 

2.3. Hállense el incremento AS y la diferencial dS del 
área $ de un cuadrado, correspondientes al incremento Az 
del lado z. Con ayuda de la figura interprétese geométrica- 
mento AS, dS y la diferencia AS — 05. 

2.4. Un punto material M so mueve rectilíneamente 
siguiendo la ley s = / (t), donde tes un momento de tiempo y s 
es el trayecto recorrido durante el lapso de tiempo de 0 
hasta t, Déso una intorpretación mecánica de la diferencial 
dol trayecto ds, correspondiente al intervalo de tiempo At = 
= 1,4. 

2.5. Haciendo uso del resultado del problema anterior 
y de la fórmula (2), hálleso aproximadamente el trayecto As 
recorrido por el punto Af durante un intervalo de tiempo de 
tj = 3 hasta t, = 4, si la ley del movimiento del punto М 
está dada por la fórmula s = 1 + arctg t. Compárese la 
respuesta con el valor exacto de As. 

2.6. Para Jas funciones: a) f (z) = z" y b) e (z) = sen z 
hállense los valores del argumento z, para los cuales las di- 
ferenciales de estas funciones no son equivalentes a sus 
incrementos cuando Az— 0. 
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2.7. Sea dado un segmento lx), zo + Ax] de variación 
del argumento + de la función y = f(x); Ay y dy son el 
incremento у la diferencial correspondientes de la función y. 


¿Serán posibles las igualdades: a) dy = ИТ b) dy = Ay, 


c) dy = ЙҮ, sobre todo el segmento? 

2,8. Las aristas de un cubo han sido aumentadas on 1 em. 
La diferencial dV del volumen V del cubo resultó ser igual 
а 12 cm*. Hállese la longitud inicial de las aristas. 

2.9. Elradio de un círculo ha sido aumentado en 1 cm. La 
diferencial del área del círculo resultó ser igual а бл cm?, 
Mállese el valor original del radio. 

Hállense las diferenciales de las funciones que vienen más 
abajo para los valores arbitrarios del argumento z y para 
su incremento arbitrario Az = dz: 


2.10. 2y a? — 2? 4- a? arcsen i —5. 

2.11. sen z — z cos z + 4. 

2.12. zareigz —Iln Via 2.48. х1пх—+1. 
2.14. zaresenz.- V 1—32—3. 2.15. y -E y —a* 1. 


2.16. arctg + = уа. 2.17. еу. 


En los problemas 2.18— 2.22 realícense los cálculos apro- 
ximados que se prescriben, recurriendo al cambio del incre- 
mento Ay de la función conveniente y = f (z) por la dife- 
rencial dy de esta función, siendo pequeño el valor absoluto 
del incremento Az del argumento z. 

2.18. Caleülense aproximadamento: a) arcsen 0,05; b) 
b) aretg 1,04; c) In 1,2. 

2.19. Arguméntese la fórmula aproximada 


кА м 14 
* 


y calcúlese, según esta fórmula, у/ 25. 

2.20. Hállese el valor aproximado do la función f (z) = 
= е"-х para z = 1,2. 

2.21*. Hállese la expresión aproximada para el incremen- 
to AV del volumen V de un cilindro circular recto do altura 
h, cuando el radio r de la base varía en una magnitud Ar. 
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2.22*. Según la ley de Clapeyron, el volumen V, ocupado 
por un gas, la presión del gas p y Ja Leinperatura absoluta T 
están ligados mediante la fórmula pV = R7, donde £ es la 
constante de los gases, Hállese la expresión aproximada para 
el incremento AV del volumen V, cuando la presión p varía 
en la magnitud Ap, considerando invariable la temperatu- 
ra T. 


2. Diferenciales de órdenes superiores. Examinemos la diferen- 
cial dy (z, Дух) = f' (z) A, z como función de z para Az = Ayz fijo. 
Suponiendo que la función y = / (т) es dos veces derivable on cl punto 
z, hallomos la diferencial do dy (z, Az) para Az — Aye: 


d (tg (z, Az) lu, asma mf (2) Bia. 


El valor de la expresión obtenida рага Дух = Ax = dz recibo el nom- 
bro de segunda diferencial o diferencial de 24% orden de la función 
y = f (х) y se denota mediante el símbolo dy (z, dz). 

De este modo, 


diy = J” (z) dei. 
Análogamente 
diy — d (Pg) = f** (2) dz, 


dny — d (amiy) = Je (z) ar", 


Hállense las diferenciales de 2% orden de las funciones 
del argumento z que vienen más abajo: 
2.23. y = a sen (bz + с). 2.24. y = 3, 


2.25. у= RE, 2.26. y = aa? + bz + с. 


2.27. zy + y? = 1. 2.28. (z — а)? + (y — b) = Rz. 
2.29. 2% + y? = y. 2.30, z = y — a sen y. 


$ 3. Teoremas de las funciones derivables. 
Fórmula de Taylor. 


1. Teoremas del valor medio. 

TEOREMA DE ROLLE, Si una función Í (z) es continua en el segmento 
[a, b], derivable para z € (a, b) y f g = f (b), entonces eziste por lo 
menos un punto СЄ (a, b) tal que f (0) = 0. 

Los puntos en los que f’ (z) = 0 se denominan puntos estacionarios 
de la función ie 

TEOREMA DE LAGRANGE, Si una función f (z) es continua en el seg- 
mento la b] y derivable para z € (a, b), entonces existe por lo menos un 
punto Ë € (a, b) tal que se verifica. 

Í (b) — f (a) = f (E). (b — a) (fórmula de Lagrange). 
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TEOREMA DE CAUCHY, Si las funciones f (z) y g (х) son continuas en el 
segmento la, bl, derivables cuando х € (a, b) y g' (z) 0 para todo x € 
€ (a, 0), entonces existe por lo menos un punto E € (a, b) tal que se veri- 
fica 

(0-10_10 
к(@—к( к (9 


(érmula de Cauchy). 


3.1. La función f (z) ELE liene en los extremos del 
segmento [—1, 1] valores iguales (jcompruébese!). Su deriva- 
da f'(z) es igual a cero sólo eu dos puntos z = +V 10 
(¡compruébesc!), siLuados fuera de los límites de dicho seg- 
mento. ¿Cuál es la razón por la que se viola la conclusión 
del teorema de Rolle? 

3.2. Muéstrese que la función f (z) = a? — 1 en ol seg- 
mento [—1, 1] satisface las condiciones del teorema de Rolle. 
Hállense todos los puntos estacionarios de esta función. 

3.3. Sea f (z) = z (z — 1) (z — 2) (z — 3). Demuéstre- 
se que todas Jas tres raíces de la ecuación f' (2) = 0 son 
reales. 

3.4*. Demuéstrese que la ecuación 1624 — 042 + 34 = 0 
no puede tener dos raíces realos distintas enel intervalo (0, 1). 

3.5*, Demuéstrese que la ecuación е2. z — 2 que 
cuenta con una raíz х = 1 (¡compruóbose!) no tiene otras 
raíces reales. 

3.6*. Demuéstrese que si la función f (z) es continua en 
el segmento la, b] y derivable en el intervalo (a, b), entonces 
la función P (z) = (f (2) — /(а)) (b — а) —( (0) — f (a))x 
x (z — a) tiene por lo menos un punto estacionario en el in- 
tervalo (a, b). 

3.7. Habiendo escrito la fórmula de Lagrange para la 
función f (z) = V 3° + 3x en el segmento [0, 1], hállese en 
el intervalo (0, 1) el valor correspondiente do Ё. 

3.8. Demuéstrese que si la derivada /' (z) es idénticamen- 
te igual a cero en ol intervalo (a, b), la función f (x) es cons- 
tante en dicho intervalo. 

3.9. Demuéstrese que si f^ (z) > 0 (f^ (z) < 0) en el in- 
tervalo (a, b), la función f (z) os monótona creciente (monó- 
tona decrecionte) en dicho intervalo. 


La función f (z) satisface la condición de Lipschitz on el intervalo 
(a, b), si oxiste tal A que 


VEG) — J (z) | < K-] z+ — nl 
para cualesquiera z, =s € (a, 6). 
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3.10. Demuéstrese que si sup f (z) = M, la función 


аскер 
f (x) satisface en cl intervalo (а, Б) Ja condición de Lipschitz 
con una constante K igual a M. 

3.11*. Sean / (2) y p (z) dos veces derivables en el inter- 
valo (а, b). Demuéstreso que si f" (т) = q” (т) en (а, b), 
entonces f (z) y Ф (z) se diferencian en un sumando lineal. 

3.12. Demuéstrese que si una función f (z) satisface las 
condiciones del teorema de Lagrange en [a, 5], entonces 
|/ (b) — f (а) i> m-(b — a), donde m = inf  f' (x). 


agso 

3.13. Al escribir la fórmula de Cauchy para las funcio- 
nes f (z) = 2a* + 5241 y 8 (2) = a? + 4 en el segmento 
10, 2], hállense los valores de š. 


2. Regla de L'Hospital—Bernoullí. Cálculo del limite de indeter- 


minaciones del ире у z. Supongamos que para z — a las funciones 


7 (z) y q (z) son ambas infonitósimos o bien infinitamonte grandes. En 
esto caso su razón по está determinada on el punto z = a y so dice 


que ropresonta una indotorminación del tipo 0,6 corzospondionte 


mente, 2. Sin embargo, dicha razón puede tener un límite en el punto 


æ= a, finito o infinito. El proceso de búsqueda de este límite se 
denomina cálculo del límite de la indeterminación. La regla de L'Hos- 
pital —Bernoulli, que se basa en el teorema siguiente quo lleva sus 
nombres, constituye uno de los métodos para calcular el límite de 


indeterminaciones del tipo s y z. 


TEOREMA, Supongamos que en cierto entorno U del punto z = a las 
funciones f (x) y Ф (z) son dertvables en todo punto, a excepción, quizás, 
del mismo punto z = u, y sea Ф (z) 40 en U. Si las funciones f (z) 
Y Ф (2) son simultáneamente bien infinitésimos o bien infinitamente gran- 


JG) de sus deri- 
e'(z) 5 
vadas para z-» a, entonces existe también un limite de la таа (0) 


(2) 


des para z — a, y existe, además, un límite de la razón 


entre las mismas funciones, con la particularidad de que 


q CCo а ЦА), 
IO Т ИШ HCM 


O 


La regla puedo aplicarse también en el caso cuando a = 00. 
— 
Eszupro A. Hillese Mm рту [ es decir, enleóleso el imite de 


la indeterminación del tipo i) 
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44 Haciendo w:o de la fórmula (1), obtenemos; 


n cu РЕД 
lim ugs lum 1 
[e 


а 


==, 


puesto que ех.» 1 ут! para z— 0. > 

En algunos casos ol cálculo del límite de las indelerminaciones 
del tipo 5 ó 2 puedo exigir que se aplique reiteradamente la regla de 
L'Hospital— Bernoulli, 


Ima 
Eyempro 2, Hálloso lim 22 (cs docir, calcúloso el límite de 
xpo 


P š c. oo 
la indeterminación del tipo). 


44 Aplicando dos voces la fórmula (1), obtenomos: 


2Inz 1 
"e " z 2 ы nz 2 = 
1 L =l y =0, 
PA m " NA es ange Si Quir 


En cada etapa de la aplicación de la regla de L'Hospital—Bor- 
noulli se deben emplear las transformaciones idénticas que simplifican 
la razón y combinar también dicha regla con otros procedimientos 
cualesquiera del cálculo de límites. 

Lg z—son z ( 


т es decir, calcúleso el 


EjuMero 3. Hálleso lím 


x= 


limite de la indeterminación del tipo Ç) ` 


Hagamos uso de la fórmula (1); 


1 
— mor 3 
lim igz—senz |, 0082 zn i-—coszr 
xd = ^ x0 ER 781 Scr 


Suprimamos en el denominador de la fracción el [actor cos? z, 
puesto que tiene е] límite 1 cuando z — 0. Desarrollemos la diferen- 
cia de los cubos en el numerador y liberomos ésto del factor (1 -|- 
сов z + cos? х) que tiene el fímito 3 cuando z — 0. Realizadas di- 
chas simplificaciones, obtendremos 


.. tgz— senz 4, 1—cosr 
jim 1828002 25052 
х-0 EU 


18% 275 


Apliquomos de nuevo (1): 


arc г AN 
lím E s lim 
x-0 Б E 


Haciendo uso del primer límite notable, obtenemos la respuesta defi- 
шз 1/2, sin recurrir ya otra vez a la regla de L' Hospital —Bernou- 
m 


0 , oo 
wu 
4 
3.14. 11а 2—5. 
ai 3 n З= 
3.16. lim PLE. 3.7, lim, 
210 lucosbz жр T-S 


4 H 2 — 801 2 
Е 


3.18. lím 


xo 
2 ; e 29 e» 32—41 
3.20. im rs) 3.21. Иш METE 
9 : ctgz—1 e. 202—4224- 525—2 
3.22. lin ылы 3.23. lím pP 
xad 
1 


: E 1 x. ina 
3.24. lim ms m>0. 3.25. lim CE soni 


хә +оо x0 
3.26. lim w 3.27. lim SEME 
1 ei mica” Le Me ` 
In(t— 
3.28. lim ————————. 
Wal Clg az 


Cálculo de los limites de las indeterminaciones del tipo Ü: oo y со — 
— co. Con el fin de calcular lím f (z) ç (2), donde f (z) es un infi- 


n 

nitásimo y ç (2) es infinitamento grande para z > a (cálculo del lími- 

te de la indoterminación del tipo 0. oo) se dehe transformar el produc- 
f) š "n "s capa N 

AE (una indeterminación del tipo 0) о bien a la forma 


(una indeterminación del tipo 3 y emplear a continuación la 


toala forma 


(z 
a 
R de L'Hospital—Bernonlli. 


ESÉMPLO 4. HáMese Шт sen(r— 1)-1g 5 (caleólese el limite 


x 
de la indetermúnación del tipo 0-00). 


216 


< Tenemos: lim sen (е4) а = 
х-1 2 


ua юш) a Фу NC NES 
m т cos (e) st Le 
= 
P 2 


Con el fin de calcular el lim (f (z)— (2), donde f(z) y ф (0) 


$a 
son infinitamente grandes cuando z— а (cálculo del límite de una 
indeterminación del tipo oo— со), se dobe transformar la diferencia a 


la forma 7 (8) (1— $5 ): calcular después ol límite de Ja inde- 


1@) 
meno E. mo 2. Si imi А 
terminación ТӘ del tipo x Si 1m fi = 1, entonces 
lím (f (0) — € (20) = оо. Si, on cambio, lim 3€)... obtenemos una 
xan х-а ГО) 


indeterminación del tipo oo.0, analizada más arriba. 
EJEMPLO 5, Hállese lím (т — lu? 2) (caleúlese el límite do la 


d xo 
indeterminación del tipo oo — co). 
< Tenemos: 


2 : los 
lim (2 ша а) = lím z (t= 
Seul mum 
Como 
3lntx-— 
А : 
Jim 22 нщ Z ud цш ALE, 
жа Та T 
=з lim 
aoo 
entonces 


Hm (z— 1°) = + c.» 


xe 
Calcúlese el límite de indeterminaciones del tipo 0- оо, 
o bien co — oo: 


3.29. lím (&—e*—2)ctg х. 3.30. lim z?et/*, 
E 


x20 


3.31. lím (z—1)etg л (2—1). 3.32. lím z sen E. 
x 


А а t z 
3.33. lím In z-In (z—1) 3.34. на (517—432): 
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3.35. im [sar 7). 


" 1 
ls Em 73 


3.37. Мт (= Ax). 


Т созт 


3.38. lim (s — etg? z). 


Cálculo del límite de indelerminaciones del tipo 0%, ооб, 1%. En 
todos los tros casos ве tiene en cuenta el cálculo del límite de la expre- 
sión (f (2) 99, donde f (z) es un infinitésimo en ol primer caso, infi- 
nitamente grande en cl segundo y una función que tiene un limite 
igual a la unidad, en el tercero, En cuanto a Ф (z), sorá un infinitési- 
mo en los primeros dos casos e infinitamente grande en el torcor caso. 

Procodamos del modo siguiente. Aplicando primeramente los 
logaritmos y = (f (2) (9, obtenemos la igualdad 


In y = q (z) In / (z) (2) 
y hallamos el límite de In y, después de lo cual se encuentra también 
ol límite de y. En todos los tres casos 1п y es, en virtud de (2), una 
indoterminación del tipo 0- со (compruébese) y el método para calcu- 
lar su límite se ha expuesto más arriba. 
2 
EsembLo б. Hállese el lim (+2) * (calcúlese el límite de 
xo 
una indeterminación del tipo 1%). 
44 Introduzcamos la designación y= (i. Entonces 


Iny=2z]n (1-1) será una indeterminación del tipo co-0. Trans- 


1 
m1) 
formando la expresión In y a la forma Iny=2 —77 12, hallamos, 
rigiéndonos por la regla de L'Hospital— Bernoulli 
Жы ж, 
КОЕ SS 
ые > 
lím In y=2 lím ы =2 lím -2. 
$us Em d aq 
22 z 


Por consiguiente, 


lím y= lí 


xao хо 


(1e)? =e, P 


278 


Calcúlese el límite de indeterminaciones del tipo 0° 
oo?, 1%: 


3.89. límz*» 3.40. lím (aresen z)'#*. 
х-0 =-0 


1 
3,41, lím (n—22)* 3,42. Ит 2190-0, 
л E 


zm 


B 

3.43. Ит zx. 3.44. Мт (z425). 
per ste 

3.45. lím (ctg zÜ. 3,46. lím (tgz) 77. 
x40 x 


= 


E 
4 
3.47. Um 200-9), 3.48. Ит (1) 


roe 


z 
3.49. lím (cos 22)". 3.50. lím (e-a). 
х0 ast 


3. Fórmula de Taylor. Si la función y = / (z) tiene dorivadas hasta 
el orden in -+ 1) inclusive en cierto entorno Us (a) = (z| | z — al < 
< 8) dol punto a, entonces para todo z€ Us (а) queda válida la 
fórmula de Taylor (de orden n; 


1104 eL e EP еа. 


o ERO e asp Ran (0 
donde 


[eth @+@ (2— 2) 
Lom ру eos 0<0<1 
(бше residual en la forma de Lagrange). Do este modo, la fórmula 
lo Taylor de orden л permite representar la función y = f (z) como 
una suma del polinomio do n-ésimo grado y dol término residual. 
En particular, cuando a = 0, tenemos 


(oro L0 LL ED аф a E а 


= + z, 0<0<1 


(fórmula de Maclaurin). 


3.51. Desarróllese el polinomio 223 — 3a? + 5х + 1 en 
potencias del binomio z + 4. 
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3.52. Para el polinomio z* + 4c? — z -|- 3 escríbase la 
fórmula de Taylor de segundo orden en el punto а = 1. Es- 
críbaso el término residual en la forma de Lagrange y hállese 
el valor de 0 correspondiente a los siguientes valores del 
argumento: a) x = 0; b) == 1; с) z = 

3.53. Sea P (z) un polinomio de cuarlo grado, P (= 
= — 1, P! (2) == 0, P” (2) = 2, P (2) = —12, PIV @ = 
— 24. Caleñlense P (—1), P' (0) y P" (1). 

Escríbase la fórmula de Maclaurin de n-ósimo orden para 
las funciones dad 

8.54. y = e. 


у = sen x. 3.96. y -= cos z. 


3.57. y = In (1 -- z). 3.98*. y = arctig x. 
3. (1 + 2%. 
3.60. Escríbase la fórmula de Taylor de tercer orden para 


la unción y — -= en el punto a — 2. Constráyanse las 


gráficas de la función dada y de su polinomio de Taylor de 
tercer grado. 

3.61. Escríbase la fórmula de Taylor de segundo orden pa- 
га la función y == tg z en el punto а = 0. Coustrúyanse las 
gráficas de Ja función dada y de su polinomio de Taylor de 
segundo grado. 

3.62. Eseríbasc la fórmula de Taylor de tercer orden para 
la función y = arcsen z en el punto a = 0. Constrúyanse las 
gráficas de la función dada y de su polinomio de Taylor de 
tercer grado. 

3.63, Escríbaso la fórmula de Taylor do tercer orden para 


la función y =- 4- on el punto a = 4. Constrúyanse las grá- 
z 


ficas do la función dada y de su polinomio de Taylor de 
tercer grado. 


La fórmula de Taylor se иза ampliamente para calcular los valo- 
res de las funciones con un grado do precisión dado. Supongamos, por 
ejemplo, que se pide calcular el valor de la función / (2) en el punto zç 
con un error absoluto no superior a g, si se conocen el valor de esta 
función y de sus derivadas en el punto a. Do la fórmula de Taylor se 
deduce que 


O eia sop E eu aye, 
a] 


л, 


f 


Í (za) s f (a) -- 
donde n, es el mínimo de ios números n, para los cuales 
| Rati (zo) | < e. 
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EJEMPLO 7, Caleülese el número e con in error absoluto no supe- 
rior a 0,001. 

4 Aplicando la fórmula de Maclaurin a Ta función / (8) = ex, 
tenemos 


KJ 


- EE 
ЛД! (ED 


noct. 


а 
El valor mínimo de » que satisface la condición ame 0,0001, 
donde 0 < 0 < 1, es igual a nç = 6. Por consiguiente, 


1 
Tap 72718. » 


3.64. Calcúlense con un error absoluto no superior 
a 0,001 los valores aproximados de los siguientes números: 


a) sen 1; b) V 2; c) In 1,05; d) 33, 
3.65. Aclárese el origen do las fórmulas aproximadas: 


а) Vitra 1i++:— +=. Izp t: 


b УТЕ 14 -р ®—-ра®|г|<1 


y evalúese gu error. 


El término residval en la fórmula de Taylor puede es 
la forma de Peano 


Rys (z) = (lx — a |"), 
cuyo empleo resulta útil al calentar los límites. 
^ ¿n 1—cosiz 
Еземрао 8, Hállose lim Si 


44 Como 1 — cos? z = (1 — cos z) (1 + cos -- cost z), y 522 +- 
+ 799 — 522, entonces 


ai зи ue a) ? 


Al sustituir cos z por su desarrollo según la fórmula de Maclaurin 


cos z= í + o (22), obtenemos 
3% P 
"EC EP EA 3 iim әт 
Ша mp 05129 F Ж st ° 
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z z 
puesto que y Бо (22) — 5 evando ғ 0. En deliuitiva 


Р; Jiu pp Zis (212) 
rupo 9. Hills Иш 2 TEL. 


4 De acuerdo con la fórmula de Taylor tenemos 


29 get). 


sen (2z —2) = sen 2 (1—1)= 


sen (àz—3) = е, (12—10). 


Рог consiguiente, 


po 2-1- sen (212—2) ___ —(z—1)—o(1z—11) 
Шт оер (88) U tei -+o(lz—11 ` 


Despreciando los infinitésimos de órdenes superiores, es decir, pasando 
en el numerador y el denominador a los infinitésimos equivalentes 
para z—- 1, obtenemos 
z—i-senQz—2) р e) 
A A 

3.66. Muéstrese que el desarrollo según la fórmula de 
Maclaurin para las funciones sen z, tg т, aresen z, arctg z, 
e — 1 y ln (1 + z) puede escribirse en Ja forma z + o(| z |) 
y quo para z — 0 todas estas funciones son equivalentes al 
infinitésimo c (z) = z (y, por lo tanto, son equivalentos 
entre sí). 

3.67. Haciendo uso del desarrollo según la fórmula de 
Maclaurin, calcúlense los límites: 


yir:-Vi-s 1— cos 
a) Нш PIETA LER b) Him AT 


$ 4. Investigación de las funciones y construcción 
de las gráficas 
1. Crecimiento y deerecimiento de las funciones, Extremo. Una 
función y = f (z) se denomina creciente (decreciente) en el intervalo 
(a, b), si de la desigualdad z, < zç, donde ту, ту € (a, b), se desprende 
la” desigualdad f (z,) < f (za) ((f(z) > f (zs), respectivamente). 
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Si la función f (z) es derivablo en el intervalo (а, 0) y ° (z) > 0 
para cualquier z € (a, è), entonces la función / (z) crece en (a, 0); si, 
en cambio, f' (z) < 0 para todo z € (a, b), la función f (z) es decre- 
ciente en este intervalo. 

En los casos más sencillos el dominio de definición de la función 
y = f (z) puede dividirse en un número finito de intervalos de monoto- 
nía, Cada uno de los intervalos de monotonía está acotado por los 
puntos críticos en los cuales f’ (z) = 0 ó bien /' (z) no oxiste. 

Si existe tal ontorno Us (zo) punto za quo para cualquier 
punto z == ло de dicho entorno se verifica la desigualdad f (z) > f (zo) 
(o bien f (z) < f (zo), entonces zç lleva cl nombre de punto de míni- 
mo (máztmo) de la función y = f (z), mientras que el número f (24) 
se llama mínimo (máximo) de esta función. Los puntos de mínimo y de 
máximo do una función se denominan sus puntos de extremo. 

Condición necesaria de extremo. Si za es un punto de extremo de la 
función f (z), entonces j’ (zy) = 0, o bien /' (ze) no existe, es decir, ду 
es un punto crítico do osta función. 

Lo reciproco, hablando en general, uo es cierto. 

Condiciones suficientes de extremo de una función continua. 

1) Supongamos que la función f (z) cs derivable en cierto entorno 
(zo — 8, zo + 8) del punto crítico ту, a excepción, quizás, de esto 
mismo punto, Sj en este caso la derivada /' (z) tione, en los intervalos 
(zy — 8, 20) Y (то, ху + б), signos opuestos, entonces zo es un punto 
de extremo, con la particularidad de que, si f’ (z) > 0 para z € (20 — 
— Š, у) y f’ (z) < 0 para z € (zo, ze + 9), хо será ol punto de má- 
ximo, y si /' (z) < 0 para z € (zo — Š, z) y /' (z) > 0 para z€ 
Є (zy + Š, zp), entoncos zo será el punto de minimo, Si, en cambio, 
f (25 рага x € (29 — 8, то + б), z xp, mantiene su signo, el punto 
zo no os un punto de extremo. 

2) Supongamos que la función f (z) es dos veces derivable en ol 
punto critico хо y en cierto entorno de éste. Si 1” (z) < 0, zç será un 
punto do máximo de la función f (z); si /^ (хе) > 0, хо será un p 

le mínimo. En el caso do que f” (z) = 0, se necesitan investigaciones 
complementarias. 

EJEMPLO 4. Hállense los intervalos de monotonía y los puntos de 
12— 

"m 
«4 Encontramos la derivada: 


= рата z€ (— о, 0)00, 1), 


extremo de la función f (z) = 


PC ad 
22 para zel, +e). 

Igualándola a cero, obtenemos z = 2. De este modo, los puntos criti- 
cos son z, = 0, z, = 1, zs = 2 (tomando en consideración los puntos, 
donde la derivada no oxiste). Dichos puntos dividen el dominio de 
definición de f (z) en cuatro intervalos do monotonía: (— оо, 0), (0, 1), 
(4, 2) y (2, + oo). Por cuanto f o= 0 para z € (— со, 0) U (1, 2) 
УР (z) < 0 para х € (0, 1) U (2, + œ), entonces f (z) es monótona 
creciente para z€ (— œ, 0) U (4, 2), monótona decreciente para 
z € (0,4) Ù (2, + о), en el punto z, = 2 la función alcanza su máxi- 
mo (f (2) = 5/2), y en ol punto Lm 1, su mínimo (f (1) — 0). Resulta 


cómodo reducir los resultados obtenidos en la siguiente tabla: 
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"abla 4.1 


ËN 


. Е ° m n| 1 m Imm 


Е 


РА 


EZE SESENE 


Р (а) + no = no + 0 wan 
existe existe 
ur de notar que en el ejemplo examinado la primera condi- 


ción s ile perito determinar el carácter de cada uno de los 
puntos críticos de la función dadu. Al mismo tiempo la segunda con- 
dición suficiente no ex aplicable en el punto z,, puesto que en dicho 


punto no existe la primera derivada, p 


4.1%. Donniéstrese la signiente generalización de la 
segunda condición suficiente de extremo. Sea zo un punto 
crítico de la función f (z) y supongamos que la primera de las 
derivadas no nulas de dicha función on cl punto z, es de or- 
den k. Si X es un número par, х, será el punto de extremo y, 
además, de máximo, siempre que } (т) < 0, y de mínimo, 
siempre que f(x) > 0. En cambio, si k es un número im- 
par, no hay extremo en eJ punto Za. 

4.2. Analícose el extremo de la función f (z) = (z — 
—)*ф (ж) en el punto zy, donde & € N y q (z) es continua 
en el punto zo, siendo Ф (£o) 40. 

4.3.* Sea 


et, жеб ает", 2240, 
mola” izo emo, M. 


Donméstreso que Ia función / (z) tiene en el punto zç = 0 
un mínimo, y la función g (z) no tiene extremo en el punto 
to ñunque 


f»(0-—49(0-0, REN. 
Hállense los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, 


como también los puntos de extremo, para las funciones 
indicadas más abajo: 


44. y=V1=2. 45, y 


4.6. s= 4.7. у= z —2son z. 
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4.8. y = z — 2 ln г. 
4.9. y nz — arcüg z. 4.10. 
411. y = х. 4.12. y — cl?r + 


[ATA 


El valor máximo (minime) de wma función continua у (2) en un 
segmento dado le, b| se alcanza bien en los puntos críticos o bien en 
los extremos de dicho segmento. 


Hállense los valores máximo M y mínimo m de las siguion- 
tes funciones en los segmentos indicados (en todo el do- 
minio de definición, si no se indica el хе 

4.13. y = —3x* + 62% 1—2, 2]. 4.14. y 

E 


10, 4]. 4.15. =: 10, 4j. 
446. y- 025; 10, 1. 

447. у= V zc — V z—1; 10, 1]. 
4.18. у= шеш inis 10, 1]. 

4.49. => 4.20. у= хес. 


Demuéstrense las siguientes desigualdades: 
4.21*. e* 2» 1--х, 240. 4.22. cosa 21 -5- y 2740. 


=: 2 
—— > +, 2+0. 


sen z4-tg x > 2л, z € (0, 1/2). 

4.25. Dos cuerpos se mueven a velocidades constantes de 
v, m/s y v, m/s. El movimiento se realiza а lo largo de dos 
rectas que forman el ángulo л/2, en dirección hacia el 
tice do este ángulo, con la particularidad de que al prin 
pio del movimiento cl primer cuerpo so encontraba a la dis- 
tancia а m del vértice y el segundo cuerpo, a la distancia b m. 
¿Dentro de cuántos segundos después de comenzar el movi- 
miento la distancia entre los cuerpos será mínima? 

4.26. Con el fin de transportar la producción de la fábri- 
ca N а la ciudad A (fig. 49) se construye una carretera NP 
que une la fábrica con el ferrocarril AB que pasa por la ciu- 
dad A. Los gastos de transporte por carretera son dos veces 
mayores que los gastos por ferrocarril. ¿A qué punto P se 
debe tender la carretera, para que Jos gastos generales de 
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transporte de la producción de la fábrica N a la ciudad А por 
carrelera y por ferrocarril sean mínimos? 

4.27. Una ventana tiene forma de un rectángulo coro- 
nado con un semicírculo (fig. 50). Se conoce el perímetro P 
de esta figura. ¿Para qué dimensiones z e y la ventana deja- 
rá pasar la cantidad máxima de Juz? 

4.28. De tres tablas de igual espesor se hace un canalón 
para suministrar agua. ¿Con qué ángulo о; de inclinación do 


E 


Fig. 49 Vig. 50 


las paredes laterales respecto al fondo del canalón, será máxi- 
ma el área de la sceción transversal de ésto? 

4.29. En un triángulo de base a y altura h está inscrito 
un rectángulo cuya base se sitúa en la del triángulo y dos 
vértices, en Jos lados laterales dol mismo. Hállese el área 
máxima del rectángulo inscrito. 

4.30. El perímetro do la sección axial de un cilindro es 
igual a 6a. Hállese el volúmen máximo de tal cilindro. 

4.31. Un cilindro ostá inscrito dentro de un cono cuya 
altura es h y el radio de la base г. Hállese el volumen máximo 
del cilindro inscrito. 

4.82. Hállese el volumen mínimo de un cono circunscrito 
alrededor de una bola de radio r. 

4.33. Hállese el volumen máximo de un cono, si se cono- 
ce la longitud dada 1 de su generatriz. 

4.34. Dotermínese el área máxima de un rectángulo ins- 
crito en un círculo de radio r. 

4.35, Hállese en la parábola y = z? un punto N cuya 
distancia hasta la recta y = 2x — 4 sea mínima. 

4.36. En un semicírculo de radio /? está inscrito un rec- 
tángulo de área máxima. Determínense su base т y la altu- 


ra y. 
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4.37. Divídase ип segmento de longitud a en dos partes de 
modo Lal que la suma de las áreas de los cudrados construi- 
dos sobre estas partes sea mínima. 

4.38. Un embudo cónico, el radio D 
de Ја base del cual es R y la altura 
Н, está lleno de agua. En el embudo 
se sumerge una bola. ¿Cuál debe 
ser el radio;de la bola г, para que 
el volumen (de agua dosplazado del 
embudo por la parte sumergida de 
la hola sea máximo. 

4.39. Determínese la altura mí- 
nima h = |OD | de la puerta de — А 
una torre vertical ABCD, рага que 
pueda llevarse a la torre por esta Fig. 51 
puerta una varilla rígida MN do 
longitud l cuyo extremo № se desliza a lo largo de la recta 
horizontal AB. El ancho de la torro | AB | = d — (fig. 51). 


2. Dirección de convexidad, Puntos de inflexión, La gráfica de 
una función derivable y = f (x) se dice convera hacia las y negativas 
(0 cóncava hacia las y positivas) en el intervalo (a, b), si el arco do la 
curva en este intervalo se dispone por arriba de la tangente, trazada 
а la gráfica de la función y = f (z) en cualquier punto z€ (a, b). 

En cambio, si en el intervalo (a. b) toda tangente se dispone por 
arriba del urco de la curva, entonces la gráfica de la función derivable 
en dicho intervalo se llama conveza hacia las y positivas (o bien cón- 
cava hacia las y negativas) (en la fig. 52 la gráfica de la (unción y = 
= í (z) оз convexa hacia las y negativas en el intervalo (a, т) y con- 
vexa hacia las y positivas, en el intervalo (xp, 5)). 

Si la función es dos vecos derivable en (a, b) y 7” (z) > 0, (f” (z) < 
< 0), su gráfica es convexa hacia las y negativas (positivas) en este 
intervalo. 

En los casos más sencillos el dominio do delinición de la función 
(8 puedo ser dividido en un número finito do intervalos en los que 
la dirección de convexidad se mantiene constante. Cada uno de estos 
intervulos está limitado por puntos en los cuales /^ (z) = 0, o bien 
f^. (z) no existe, El punto (zo, f (z9)), en el cual la dirección de conve- 
xidad do la gráfica de la función cambia por opuesta, lleva el nombre 
de punto de inflezión (véase fig. 52). 

Condición suficiente para la existencia del punto de inflexión, Su- 
pongamos que la función f (т) es dos veces derivablo en cierlo entorno 

'5 (zo) del punto zo, en el cual f^ (zo) = 0, ó /" (z4) no existe. Si en 
este caso la derivada /” (z) епо en los intervalos (лу — 8, 24) y (zo, 
xq + Š) signos opuestos, cl punto zç será punto de inflexión. 

EJEMPLO 2, Hállense los intervalos de convexidad y los puntos de 
1&—11 

mc 


inflexión de la función y = 
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< Hallamos la seguida derivada: 
200 E, QUO, 1) 

ron 

› 60. i 


). 


Por consiguiente, los puntos eríticos de la primera derivada son z, = 
0, zs = 1, лу 3. Además, en los puntos +, y x la segunda deri: 
vada no existe (en particular, /2 (1) = 4, y ñ (1) = — 4), mientras 
que en el punto zç ella es igual a cero. 
Obtenemos, pues, cuatro interva 
(0, 4), (1, 3), (3, + œ). Analizando el 


le convexidad: (— оо, 0), 
igno de là segunda derivada 


у=) 


To 


Fig. 52 


en cada uno de los intervalos citados deducimos que la gráfica de la 
función es convexa hacia las y negativas en los intervalos (— oo, 0), 
(0, 1), (3, co) y convexa hacia las y positivas en el intervalo (1, 3). 
Por consiguiente, los puntos ту y za son puntos de inflexión do la grá- 
fica de la función y гү no lo es. Los resultados obtenidos pueden redu- 
cirse cómodamente en la siguiente tabla: 


Tabla 4.2 


z |(-o, Д 0 10, 4) | 1 | (1, 3) | 3 g Feo) 
2 
1o) v ES „ o ^ $ о 
г eil dE | по E no = | 0 | + 
existe existo 
» 


Hállense los intervalos de convexidad de la gráfica de la 
función y = f (z), los puntos de inflexión y los coeficientes 
angulares Ё de las tangentes en los puntos de inilexión: 

4.40. y = z? + 7x + 1. 4.4. y = a* + br. 

442. у= V z —2 2-3. 443. у= Y z ]-1 — 


444. у= V G 10) V (z — 12. 

4.45. y = хе + 1. 

4.46. y = zn |z |. 4.47. y = z3 In z + 1. 

4.48. ¿Para qué valores а y b el punto (1, 3) es un punto 
de inflexión de la curva y = az? + bz?? 

4.49. ¿Para qué parámetro A la curva de probabilidades 


Ш 


tiene puntos de inflexión con las abscisas z = +6? 
4.90. Muéstrese que la eurva y — zu tiene tres pun- 
tos de inflexión quo se sitüan en una recta. 
4.51.* Muéstrese que los puntos de inflexión de Ја curva 
у = z sen z se sitúan on la curva y? (4 + a?) = 42%, 


3. Asíntotas, Supongamos que para la función y == AR 


песовагїо y suficiento que por lo menos uno de los límites lím (2) 


xreti 
sea igual al infinito. 


Las funciones continuas no tienen asíntotas verticales, 
En el caso de que la coordenada z del punto Л/ tienda hacia -+ со 
ó hacia — co, obtenemos una asíntota oblicua y = kz + b, para la 


seis de la cual resulta necesaria y suficiente la existencia de dos 
ites 


lim Dg y dim ((9—42)=0. 
км 


xc 4 
Los límites mencionados pueden ser distintos para г — -- oo (en el 
сазо de una asíntola oblicua derecha) y para r > — co (en el caso de 
una asíntota oblicua izquierda). 


М " А же —i 
EJEMPLO 3. Háliese la asíntota de la gráfica de la función y = EU. 
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44 Por cuanto la función os continua en todo el cje, a excepción 
del punto z == 0, la asíntola vortical puede existir sólo en este mismo 


punto. 
Tenemos: 
" 12—11 " ]z—1| 
lim La на J=L. + 0, 
EXITI = x-0-0 Acc 


y, por consiguiente, la recta z = 0 es una así 


ota vertical. 
Hallemos las asíntotas oblienas. Por cuanto 


(mb, 


P da (le 
у а (E%-0) 


xc 


ln recla у= Ur | 0 = 0 será la asintota oblicua derecha (horis 
zontal, on el caso dado). 

De un modo absolutamonto análogo hallamos que la misma reeta 
y = 0 es también la asíntota oblicua izquierda. p» 


Hállense las asíntotas de las gráficas de las funciones: 
4.52. y= y 


y-y|z-—3[z. 455. у= 3х -arctg oz. 


4.58. y — 28—27, 


456 y= EHD 420 457. у= ERE, 


4.58 y=«w In (+). 4.59. у == rarcsen х. 


4.60. Demuéstrese que la gráfica de nna función racional 
entera y = agr" + ant 4... + as am + an пу 2, no 
tiene ninguna asíntota. 
4. Construcción de las gráficas de las funciones. Para construir la 
gráfica de una función y = f (z) соп una segunda derivada continua 
(en todo punto del dominio de dofinición de la función, a excepción, 
quizás, de un número finito de puntos) realizamos, primeramente, el 
análisis olomental quo pono de manifiesto ciertas peculiaridades de 
la función (si se tienen): simetría, periodicidad, constancia dol signo, 
ceros, puntos de intersección con el aje Oy, puntos de discontinuidad, 
ote. Luogo, utilizando las derivadas primera y segunda, hallamos los 

multos de extremo y los de inflexión, los intervalos de monotonía y 
de convexidad, como también las asíntotas. 


ti "m T -1 
Eszx11.0 4. Consteóyase la gráfica de la función у = PL, 


< La función está dofínida y es continua en todo punto, a excep- 
ción del punto z — 0, es siempre no negativa y so anula sólo en ol 


290 


punto z = {. El análisis de esta función se ha realizado en los ejom- 
plos del 1 al 3. El resultado de este análisis se reduce cómodamente en 
una tabla que re resenta Ja reunión de las tablas 4.1 y 4.2. La gráfica 
de la función se da on la fig. 53. 


Fig. 53 
Constrüyanse las gráficas de las siguientes funciones; 
" _ (1—5% 59 1 
461. y= T SA. 4,62, y (a — 32. 
4.68. y—- = (225). 4.64. y > 


415. у= эч. 
476. у= zt 1—V z—1. 4Л1. у= Y 31 — 3x. 
4.78. ym V z+ fi + V (2 — 1. 

4.80, у= /1— m. 


19* 204 


4.86. у= 


y —% 


E 
4.88. y Veri 


z 
4.90. IU : 
a 


E 
4.92. ==" 


— 


4.98. у= Y [2-1]. 4.94. у= | 2g. 


4.95. y —senz-rcosz. 4.96. у= 1 


snzF cose’ 
4.97. y=zxarctgz. 4.98. у= 5 +arcctg z, 
4.99. ye". 4400. y=ze-", 

4401. y tx. 4402. y=Lh entra, 

4403. уте, 4404. =L e- t. 

4105. y = (z — 2)е-У*. 4.406. y = (22 — 1)е®%*. 


4407. у = (22 + 1), 4.108. у = De”, 
4.409. y = mei, 
luz 


4.110. y In (z--V Z+ 1). 4111. у=. 


4412. у= рт 4.413. у= 2212 z, 
4114, yo EE. 4115. y=2 nz, 


4.116. y = No | z |. 4.117. y = zn? |x |. 
4418. у=1п|а®—1]. 4419. у= zz In?|z|. 
4420. y = zx, 2>0. 44219. y = z^, z > 0. 
4.122. у= (44-2) 5, zm —1. 4.123", y=, 
{ Constrúyanse las curvas definidas en la forma paramé- 
Tas, кэсш, yate, FER. 
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«4 Realicemos ciertos cálculos auxiliares: 


ЛЕ 
qee, 0—0) =r 


0—00), y=) e, gn 


Dado que, para Ф=—1 у za(—1)- izo, 2;= 0, entonces 
1 

ашт Dado que, para t=1 e d) — «o, y¿=0, en- 

tonces уа; —-L. De aquí se deduce quo la ситуа está dispues- 


ta өп ol campo (02, »ize[-4, +o), уе(-+ә, 2]. 


De la expresión para la derivada y, determinamos los puntos 
críticos t, = 1 (y£ (1) = 0 y t, = —1 (y4 (—1) no existen). Los pun- 
tos críticos de ¡Eli derivada los hallamos a partir de la expro- 
sión para la segunda derivada yz: t = V 2 (yz, (V = 0), t = 
= —V2 (i, (~V D = 0) у = —1 (уд, (—1) no existe). Por con- 
siguiente, A (—/ Ye ?, —y 2e V3) у p (y Se V8, Y Зу, Y?) son los 
puntos de meg V ad үз 


Fig. 54 


оо, entonces r — 0 e 
rtical. [ndiquemos que 
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Por fin, hallamos las asíntotas. Si £ 
y — — оо, es decir, x = 0 оз la asintota 


Tabla 4.3 


- Comportamiento 
Ухх de la curva 


las y positivas, 
monótona decre- 
cienle; 2=0 es 
la asíntota ver- 
tical 


>o [Punto de infloxión 


>0 [Es convexa hacia 
las y negativas, 


monótona decre- 


(— e, <0 <0 >0 | «0 |Ез convexa hacia 
| ciente 


- -5 | = 


no 


no [Punto de retroceso 
existe 


existo 
iani + 


(4, 1) _ — 20 <0 Ез convexa hacia 
las positivas, 
monótona cre- 
cionte, el punto 
(0, 0) so sitúa en 
la curva 


— ¡Máximo 


«0 [Es convexa hacia 
las y positivas, 
monótona docre- 
cionte 


0 Punto de reflexión 


(V2, >0 >0 <0 >0 [Ех convexa hacia 
las y negativas, 
monótona decre- 
ciente; y=0 es 
la asíntota hori- 
zontal 
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cuando los puntos de la curva se aproximan hacia dicha asíntota, sus 
coordenadas respecto de z quedan negativas. Si £— + co, entonces 
=> + co, mientras que y > 0, es йесїг,#у = 0 es la asintota hori- 
zontal. Al aproximarse hacia esta asíntota, los puntos de la curva 
tienen coordenada positiva respecto de y. 

Los resultados del análisis se reünen en una tabla (tabla 4.3) y 
las deducciones necesarias se apuntan en su columna derecha. 

Ha de notarse quo la contradicción aparente entre el carácter posi- 
tivo de la primera derivada у el decrecimiento monótono de Ја fun- 
ción рага t < —1 se debe a que al variar el parámetro ! de — оо has- 
ta —1, los valores de z varían de O hasta —1/e (cs docir, decrecen) 
La curva se expone en la fig. 54. > 


4.125. z = 12 — 2t, y = 1%-- 2t, t € R. 

4.126. z = t +e", y = 2t + et, t € R. 

4.127. х = a cos? t, у = a sen? t, t € [0, 2л). 

4.128. z = P — Зл, y = 0 — 6 arctg ti, t€ R. 
Constrúyanse las siguientes curvas dadas en el sistema 
coordenadas polares: 

4.129. r = a sen Эф. 4.180. r = a (1 + cos q). 


4431. r= e 4.132. r2= 2a?cos 2p. 


de 


$ 5. Funciones vectoriales y complejas 
de una variable real 


1. Definición de la función vectorial de una variable real. Si a 
cada valor de la variable real ¿€ D =R se le ha puesto en corres- 
pondencia un vector a (t) € Ya, se dico que sobre el conjunto D está 
dada una función vectorial de la variablo real a == a (0. 

La definición de una Innción vectorial а = « (1) es equivalente а 
la definición de tres funciones oscalares ay (2), а, (0), a, (£) que repre- 
sontan las coordenadas del vector a: 


а= ay (i) i + ay а h. 


о bien, en la forma más breve, а == (ax (D, uy (D, a, (0). Si a es el 
radio vector del punto Af (z, y, т), entonces la función vectorial co- 
rrespondiente se dosignará: 


r= r (D = z (t) i y (0) jol z(t) e 


So denomina hodógrafo de la función vectorial r = r (t) una línea 
circunscrita en el espacio por el extremo del vector r. Cualquier línea 
en el espacio puede considerarse como hodógralo de cierto voctor. Las 
ecuaciones paramétricas de un hodógrafo son: 


=xlb, yey(h 2=2(). 
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Esembro 1. Hállese el hodógrafo de la fmeión vectorial 


1—8 
"= ттт т ELL ER. 

«4 Tenemos las ecuaciones paramólricas del hodógrafo 
ML 2t 
чи, "Tg 

minando e] parámetro ¿, obtendremos 
(1— t9 -- 4t 
ayi =1. 
OS 

Por esnsiuniento, el hodógralo de la función vectovial r (2) es la 

circunferencia 


1. 


m i= 4, = 
de la que está excluido el punto (—1, 0. 1). Al variar t de — co hasta 
+ °, € to M (z. y, z) en el hodógrafo se desplaza desde el punto 


(—1, 0, 1) en sentido antihorario (si se observa de un punto dispuesto 
por "arriba. del plano z — 1), siendo en este caso fm zz —1, 


Нт 1-0 2 

1-15 
panone los hodógrafos de las funciones vectoriales: 
= (2t — 1)i + (—8t + 2)j + 4tk, t €. 

SE ON mr +V14 8j, t€[0, 1). 


. rP 

r оът, 

г (2t — tj, t€m. 

r +i + sen £j + tk, t€ R. 

r cos, P -+ 2 sen3t-j. t EIO, 2л]. 

Р Ж: ЖҮЗ 

КР S.P -+ sen t cos tj | sen t-k, t € |0, 2л]. 
). r « 5 cos ti 3- 4 sen t-j + 2k, t € [0, 2л]. 
.10. л (sh í — 1) i+ ch?t-j + 3k. t€R. 


2. Derivación de la función veelorial. Se denomina derivada de la 
unción vectorial а = a (t) respecto del argumento t la nueva función 


vectorial 


la ^a 2 (t4- At) —a (0) 
lim E jpg sone 
dt T ae At Ду At 
Si a (t) = (a (t). ay (t), aç (t). entonces 


da  (day(t) — day(t) ein.) 
dt di * db * dt à 
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Si r = r (B) = (z @), у (0, z (0), entonces la derivada 97 será un 
vector dirigido a lo largo de la tangonte al hodógrafo de la función 
vectorial r (t) hacia el Jado de crecimiento del argumento £. 

Si t es el tiempo, z- = v será un vector de la velocidad del extre- 


mo del vector r. 
REGLAS DE DERIVACIÓN DE LA FUNCIÓN VECTORIAL. 
Os b = b (0)). 


4а. db 
np t b= — Жш 
2) dr) =9 40, donde « es un escalar constante. 
3 = 9 donde с ев on vector constante. 
4) * (ga) = D eror A £  dondeg (D) os una función escalar de t. 
db 

Sape n- (а, 0) (а) 

da ,' db 
Ка u-[ 9] [o 3 

da dọ 
T Tawi ) = = A. donde ф= Ф (2) es una función escalar de t. 


8) (a ES з) =0, si |a] —const. 


5.11. Dada la ecuación de movimientor = 3ti — 44], de- 
termínense la trayectoria y la velocidad del movimiento. 
5.12. Sea dada la ecuación de movimiento r = 311 4- 
+ (át — 12. Determínense Ja trayectoria y la velocidad del 
movimiento. Constrüyanse los vectores de la velocidad para 
los instantes t = 0, t = 1, t = 2, t = 3 
5.13. Sea dada la ecuación de movimiento r = 2 (t — 
— sen t) i + 2 (1 — cos t) j. Determínense la trayectoria 
y la velocidad del movimiento. Constrúyanse los vectores de 
la velocidad para los instantes t = 1/2, t = x. 
5.14. Hállese el vector tangente unidad del hodógrafo 
de la función vectorial г = е i — (t + 8)" j para t = 0. 
5.15. Hállesc el vector tangente unidad del hodógrafo de 
la función vectorial r = (# + t)i -- tj para t = —1. 
5.16. Hállense las derivadas de las funciones vectoriales: 
а) r = sen t-i + cos? t-j + sen t cos t- k; 
b) г = t cos t-i + t sen t-j + Lk; 


297 


с) r = (t + cos t) i -L tj + sen t-k. 
5.17. Wállense las derivadas de las funciones vectoriales: 
а) r = et i + cos 1:7 + (£9 + 1)К en el punto (1, 1, 1); 


b) r= Bi -- (4-1? j -Y 1k para £= —2. 

5,18. Hálleso E (а, b), si 

a=ti+0j+0k, b= ір + tk. 

5.19. Hállese $ la, b], si а= pek, b 
Ej ph. 


=ti+ 
5.20. Hállese A, si «—ui--u*j--u*k, donde u= 
== gen t. 


3. Tangente a una eurva espacial y a un plano normal. La ecua- 
ción de la tangente а una curva espacial х = = (t), y = y e. z= 
= z (t) en cl punto Ma (zo, уу, 20), al cual correspondo el valor del 
parámetro tp, tione la forma 


qdo Ш-ро 2—16 
a = 52у Bi 
di | de tto dt = 


dondo z, y, z son las coordenadas corrientes del punto de tangencia. 
La ecuación del plano normal en el mismo punto es: 


dz 
а г 


dy а] _. 
i-a t 07 E PEE. [а= 
Esgmpro 2. Demuéstrese que una tangente а la línea helicoidal 
(а cos /, a sen №, bt) forma con el eje Oz un ángulo constante. 
Tullomos el vector que sea tangente al hodógrafo del vec- 


(—a sen t, a cos t. D). 


Do aqui 
TREE CAD PNE NN 
Mr ERI T VERER ° 
а 


es decir, ү = const. 

EJEMPLO 3. Escríbunse lus ecuaciones do la tangente y del plano 
normal a la curva z= t?— 1, у= t4- 1, z= en el punto 
Mo (0, 2, 4). 


< Al punto dado le corresponde el valor del parámetro # = 1. 
Tenemos: 


de d 
d ' d 


298 


Sustituyendo el valor de t=1, obtonemos 


La ocuación del plano normal: 


202—0) + 1-00 — 2) +30 0 = 0, 


о bien 
25 +u + 3: — 5 = 0. р 
Para cada una de las curvas que siguen escríbanse la ocua- 
ción do la tangente y la del plano normal en cl punto dado: 
5.21. z = &son?t, y = 4 sen t cost, z = 2 cos? f. para 
t= nhh. 
5.22. z=+ B. у= + Ë, s= + té para (=2. 


5.23. z = a eh t, y=asht, z = at para t = 0. 

5.24, x? + у? = 10, y?--z* = 25 en el punto M, (1, 3, 4). 

5.25. 2a? + Зу? + 2% = 9, За? + y! — 2? = 0 en ol pun- 
to М, (1, , 2. 


4. Segunda derivada de la función vectorial. Si 
r =r (t) = (z (i), y (0, z 0), 


se tiene 
ша йй. (йв. dp, чш 
uu 7d Gr Vda ^ anc di 


" t do 
Si t es el tiompo, entonces H=2=w es ol vector de la acole- 
ración dol extremo del vector r. 

Supongamos que una curva eu el plano Оху representa el hodó- 
grafo de la función vectorial r = r (s) = (z (8), y (s), donde s es la 
longitud dol arco do la curva. 

Se llama curvatura de la curva en el punto M, el número 


al ata: E 
E к 


donde q es el ángulo de giro de la tangente correspondiente al arco 


МЕМ (fig. 55) do la curva dada, y As ез la longitud do dicho arco. La 
magnitud R = 1/K se denomina radio de curvature. 
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La curvatura K se define por la relación 
der 
Sz | 
Las fórmulas para calcular la curvatura son: 1) si una curva viene 
definida mediante la ecuación en la forma explícita y = f (2), en- 


tonces 
y" k 
m к acp |: 
M 2) si una curva está dada me- 


dianto la ecuación en la forma 
implícita*) 7 (z, y) == 0, entonces 


My 

Pix Fiy FR 
РУ РУ 
к, F; 0 || 
КРЗ |! 


Fig. 55 ( 
3) si una curva está dada por las ecuaciones paramétricas z = 
= c(l). y = y (0, entonces 
ry 
zy 


4) si una curva está dada en las coordenadas polares por la ecua 
ción r = r (q), entonces 
PET Ed 
агау 


Se denomina círeule osculador de una curva on su punto M una 
еп límite de la circunferencia trazada por e] punto M y otros 
dos puntos de la curva P у Q, cuando P — M y Q — M. 

El radio del círculo osculador es igual al radio de curvatura y ol 
centro del círculo osculador (centro de curcatura), correspondiente al 


punto A7, se encuentra on la normal a la recta trazada on el punto M 
en dirección de la convexidad de la curva. 
Las coordenadas X e Y del centro de curvatura son 
ИИ ES 
x= LHD, rl 


So llama evoluta de nna curva una línea circunscrita por el centro 
de curvatura cuando dicho punto se mueve por la curva. Las fórmulas 
para las coordenadas del centro de curvatura determinan las ecuacio- 
nes paramétricas de la evoluta. 


*) Aquí se usan las derivadas parciales de una función de dos 
variables; véase la definición en el p. 3, 8 4, Cap. 7. 
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EJEMPLO 4, ПаПеѕе la ecuación de la evoluta de una parábola 
у = 2 (z + 1). 
1 


44 Tenemos 2yy' =2, es decir, ит" Luego de realizar la 
2 
derivación reiterada, obtenemos y'24+yy'=0, de donde у" = -——— 
1 


+ Hallamos las coordenadas del centro de curvatura: 


1 4, 
yos Xy» o a sitze) s 


y 2 1—5 2" 
Е! 
icy z Р 
Y=y+ i4 =+— =i 


de modo que quedan doterminadas las ecuaciones paramótricas de la 
evoluta: 


3 
Х=ўи, Y=. 


Eliminando cl parámetro y, hallamos la ecuación do la ovoluta 
en la forma 


Y= Xi.» 


5.26. Hállense las segundas dorivadas de las funciones 
vectoriales: 

a) r = cos tei + éj + (8 + 1) k. 

b) r = ti--tcost:j + tsen t-k 
para t arbitrario у? = 0. 

5.27. Sea dada la ecuación de movimiento: r — 2 (t — 
— sen t) i + 2 (t — cos 2) j. Determíneso la acoleración del 
movimiento. Constrúyanse los vectores de la aceleración pa- 
га los instantes t = z/2, t = л. 

5.28*. Sea dada la ecuación de movimiento: г = 3ti + 
+ (4! — 2) j. Determínense la aceleración w do movimiento 
y los componentes de ésta, tangencial w, y normal Wp, en 
cualquier instante t y para t = 0. 

5.29. Sea dada la ecuación de movimiento: r = !/, t? + 
+ ЧЧ» (2t + 1) j. Determínense la aceleración de movi- 
miento y sus componentes tangencial y normal en cualquier 
instante і y para t = 0. 

Calcúlese la curvatura do la curva dada: 

5.30. y = 22 en el origen de coordenadas y en el punto 
M (4, 1). 
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5.31. 2? -+ 9y? = 9 en los vértices de una elipso А (3, 0) 


y B (0, 
5.32. xy + y? = 1 оп el punto M (1, 1). 
5.33. 2 0, y = t — М» E рага t = 1. 
5.34. 1j, t, y = Ч, Ë en el punto M (27, 1/5). 


5.35. r = a (1 — cos q) en cualquier punto y para 
= x. 

5.36. г? = a? sen 2p para g = л/4. 

Hállense los radios de curvatura (en cualquier punto) 
de las curvas dadas: 

23 2 
$7. у-}х. 538. Sed. 

5.39. 1 + yN* = a*?, 5,40, z = a cos t, y == b sen t. 

5.41. z = а (2 — son t), y = a (1 — cos t). 

5.42. r? == а? cos 2ф. 5.43. у = а Ф. 

5.44*. Se ilama vértice de una curva un punto suyo tal 
que la curvatura en él alcanza su máximo o mínimo. Hálle- 
se el vértice de la curva y = e^. 

5.45. Mállese el vértico de la curva g = In z. 

Caleülense las coordenadas de los centros de curvatura 
y oscríbanse las ecuaciones de los círculos osculadores do 
las curvas dadas on los puntos indicados: 


5.46. a en el punto М (0, a). 


5.47. y = e^? en el punto М (0, 1). 

5.48. зе en el punto M (—1, —1/e). 

5.49. sen х en el punto M (7/2, 1). 

5.50. z = а (t — sen t), y = а (Å — cos t) en el punto 
M (na, 2a). 

Hállense las evolutas de las curvas: 

5.54. y = z. 5.42. g? — y! = а?. 

5.53. 18 + yt? = a”, 


5.54. z—a ipt уату. 


5.55. z = 0, y = t — 2. 
5. Caraeterístieas diferenciales de las curvas espaciales, En todo 


punto rogular M (z, у, z) de una curva espacial г = г (i) se pueden 
construir tros vectores recíprocamente perpendicularos: 


T Dr. (vector director de la tangente), 


dr dir я 
| ‚ 50. (vector director de la dinormal), 
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N = |B, T] (vector de la normal principal) 
о bien vectores unidad básicos que les corresponden: 


Ж B N 


а. рз ы 
ppt jq: ГТ, 


que pueden calcularse también según las fórmulas: 


Elo 


Un triedro que tiene su vértice en el punto Mọ y cuyas aristas 
están representadas por la tangente, la binormal y la normal princi: 
pal, Hova el nombre de triedro intrínseco de una curva espacial. Las 
caras de dicho triedro son los planos: osculador (pasa por los vectores 
T y N), normal (pasa por los vectores N y B), rectificante (pasa por los 
vectores В y Т). 

Las ecuaciones de la normal principal son de la forma 


ds ' de, pl 


donde z, y, z son coordenadas corrientes del punto de la normal prin- 
cipal; Ny, Ny, N, son las coordenadas del vector N. 
La ecuación de la binormal es: 


La ecuación del plano osculador os: 


By (z — zo) + B, (y — Yo) + B, (z — z) 


La ecuación del plano rectificante es: 


Ny (z 20) + Ny (z — vo) + N; (z — шу) = 


EJEMPLO 5. Hállense los vectores unidad básicos т, v у В de la 
curva z = 1 — sen ё, y = cos t, z = t en el punto M, al cual corres- 
ponde e] valor del parámetro z = 0. Escríbanse las ecuaciones de la 
tangente, de la normal principal y de la binormal en el punto citado. 

44 Tenemos 


r —(1—sen D i- cos t-j- tk. 


— соз i-i—sen tj tk, 


son t-i—cos t-j. 


303 


Para 2 = 0 obtendremos 


1 д 
1 Sik, Lei, 
2, Ў ik 
DE = |= =t 01 |=, 
0-10 
ijk 
N-JB,TI-| 104 
101 


Рог consiguiente, 


Por cuanto, рага t = 0, tonemos z = 1, у = 1, 2 = 0, entonces: 
es la ecuación de la tangente; 


ев la ecuación do 1а normal principal; 


es la ecuación de la binormal. p> 


Si una curva espacial vieno dada como una intorsección de dos 
superficies 
Р(х, у, 2) 
GG, y, z) 
entonces resulta más cómodo operar con los vectores dr = (dz, dy, dz) 
p 
y dr = (dx, dèy, 022) en lugar de los vectores EX s= ‚ además una 


de las variables z, g, z puede considerarse айдашка у зи segunda 
diferencial, igual a cero. 

EjEMPLO 6. Escríbanse las ocuaciones de los planos oscnlador, 
normal y госи! to do la curva 


[E 6, 
tpt’ 


en su punto M (1, 1, 2). 
EI Derivando las ecuaciones dadas y considerando z como una 
variable independiente, oblendremos: 
z dz + ydy + z ds = 0, 


202 — v dy + zd = 0 
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4:% + dy? 4- ydy + dit -- 282 U, 
di* — dy? — ydy + dê + ийа = 
Para z = 1, y = $, z = 2 tenemos: 


[D 


4 
dy=0,  di=—zde, 


Por consiguiente, 


ar = (ах, 0, "OE а= (о, o Fun). 


Sustituyamos estos vectores por los vectores que les son colincale 
(2, 0, —1) y (0, 0, —1), de donde 


T=(2, 0, —1) 


ij Е ij k 
B=|20 —1 =|02 0|22(-i—2k) 
00—1 20—1 


Do aquí hallamos: 
у —1 = 0, la ecuación del plano osculador; 


22: — 0, la ecuación del plano normal; 
z+ 2: — 0, la ecuación del plano rectificante. p= 


Hállense los vectores unidad básicos v, v, B y fóriense 
las ecuaciones de la Langente, de la normal principal y de la 
binormal do las eurvas dadas: 

5.56. z = et, у = e"t, z = t рага t = Ù. 

5.57. z= t — sen t, y =1 — cos t, z= 4 sen рага {= 
t = x. 

5.58. z = 21, у = Ìn Ё, z = Ё para t = 1. 

5.59. y = z, z = 22? en el punto z = 1. 

5.60. Escríbanse las ecuaciones de los planos que forman 
un triedro intrínseco de la curva z = Ë + 1, y = cos t, 
z = et en el punto (1, 1, 1). 

5.61. Escríbanse las ecuaciones de los planos que forman 
un triedro intrínseco de la curva z = t// 2, y =t/V 2, z = 
= In sen š para t = x/2. 

5.62. Hállense los vectores т, v, В y escríbanso las eeua- 
cionos de todas las aristas y de todos los planos que forman 
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un triedro intrínseco de la curva z — (t + 1), y = 0, 
z— VË 1 en el punto (1, 0, 1). 

* Hállense los vectores, т, v, D y escribanse las 
ecuaciones de todas las aristas y de todos los planos que 
forman un triedro intrínseco de la curva 


ре а 
r|2y—2—2 


en el punto (1, 2, 3). 


La curvatura de una curva espacial se determina igual que la do 
una curva plana, Si la curva viene dada mediante la ecuación к = 
= r (g), entonces 


En el caso de la definición paramétrica general de una curva to- 


nemos 
rar du 
Шш, шт] E Mr 


EN J 


Se llama torsión (curvatura de torsión) de una curva espacial en el 
punto M ol número 


= lim 
Nom As? 


dondo 0 es el ángulo de giro de la binormal, correspondionte al arco, 


ON. La magnitud p se denomina radio de torsión 0 radio de la curvatu- 
ra de torsión. 
Si r = r (8), se tiene 
ж. de ze 
Ud 
dir z 
ra 


ав 


donde el signo menos so eligo en el caso, cuando los veetores ЖУ” 
tienen oriontación igual y el signo más, еп el caso contrario. 


Si r = r (ù, donde 1 es un parámetro arbitrario, entonces 
dr dir dir 
d d dt? 


E mr dir 
dt" E 
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EJEMPLO 7. flállense la curvatura y la torsión de la curva = = 
= et cos t, y = et sen t, z = et on cualquier punto 


< Tenemos 
r= (et cos t, et sent, el), 
т=н (cos t — sen £), et (son t--cos ñ), et), 
з, 
PE (et sen t, 2e! cos t, ef), 
dr t t t 
“aa = (26 (sen t--cos t), 2et (cos i —sen t), el). 
De aquí 
j k 
аг de T " de 4 
ru == |= et (cos t—sett 1) et (sen t--cos t) el |= 
` —2el sent 2et cost et 


= e?! (son t—cos t, — (sen t-F cos i), 2), 
сі (cost—sent) е? (sent-|-cos!) ef 
— 2e! sent 2e! cos t et 
— 2et (sen t-]- cos t) 2et (cos t — sen t) et 


2e, 


Por consiguiente, 
е V Gon tc Elenco DEA _ VÀ, 
et V (sent—costj?d-(sent-Fcosi) F1) З ^ 
2e2t et 
s =. 
eM ((sen t — соз t --(sen t+-cos 244) 3 
Calcülense la curvatura y la torsión de las curvas: 
5.64. z = e y = e, z = t V2 on cualquier punto 
y para t 
5.65. x 
t= 0. 
5.66. z = 3t — i, y = 30, 231 4- D, en cualquier 
punto y para £ — 1. 
.67. z = 2, y = 10 і, 2 = Ë, en cualquier punto 
y para t= 1. 


; y = tt, z = P en cualquier punto y para 


5.68. у=, iX para == 1. 


5.69. 25 = y?, z = z* en cualquier punto y para y = 1. 
5.70*. Sea dada la ecuación de movimiento г=[4-4- 


Ej EA PE. 
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Hállense la aceleración w del movimiento, Jos componen- 
tes tangencial w, y normal w, de la aceleración en cualquier 
instante £ y ё = 1. 


6. Funciones complejas de una variable rca). Si а cada valor de 
la variable real 2 € D c х se lo ha puesto en correspondencia deter- 
minado número complejo z = z + ig, entonces z (f) se llamará función 
compleja de la variable real t con el campo do definición D: 


2=:(0=2(0+ iy (0). 


La d ión de la fmneión compleja z= z( es equivalente a la 
detinición de dos funciones reales z = х (0), y = y e o bien a la 
definición de una función vectorial r (f) = (= (2, y (2). 

Se denomina derivada de la función compleja z (f) una función 
224.40 = Y (0) + iy! (t). Para las funciones 
Alt " 
complejas de una variable real son válidas las reglas corrientes de deri- 
vación (véase el p. 1, $ 1). 

EJEMPLO 8, Hálense una curva, que se define por la función 
2 , t€ (—%, +00), y la derivada de dicha función. 


compleja z' (t) == 


а 51: iy, se tiene z = 1%, у = t, La curva buscada será 
inn, parábola y z. Hallamos Ja derivada de la función dada 2 = 
= 2 + i 


Constrúyanse las curvas, definidas por las ecuaciones 
z = z (f), y hállese z' (0): 


5.74.* 2 = 1—i -H fe, t€ (—co, boo). 

5.72. 2é!!, t€ 0, al. 

5.73. Зе! -- eit, t € (—oo, +00). 

5.74. z = (2 + del + (2 — е7, t € (—оо, +00). 
5.75. Ë + itt, t€ (—o0, +00). 

5.76. t -H i — ie, tE 10, 2л]. 

5.77. ae! (1 — it), a € R, t € (—o +оо). 
5.78. «=й, a, PER, t€(—oo, +00). 


5.79.* Se sabe que z = z (t) define la ley del movimiento 
de un punto en un plano. Hállense los componentes de la 
velocidad y de la aceleración en dirección de la tangente a la 
curva z = z (t) y en dirección perpendicular a la primera. 

5.80. * Un punto z recorre una cireunferencia | z | = R 
а la velocidad angular constante igual а Ja unidad. Hállese 
el vector de la velocidad del punto w que se mueve junto 
con z según Ja ley w — f (2). 
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$ 6. Métodos numéricos de la función 
de una sola variable 


1. Resolución numérica de las ecuaciones, Una raíz Ë € (a, b) 
de la ecuación f (z) = 0 está aislado en ol segmento [а, b], si en dicho 
segmento no hay otras raíces de la ecuación mencionada. El segmonto 
[a, b] recibe el nombre de segmento de aislación de la raíz. 

METODO DE CUERDAS. Supongamos que en el segmento (a, b] de ais- 
lación de la raíz de la ecuación f (z) = 0 so cumplen las condiciones: 

a) las funciones f (z), f' (z), y f^ (z) son continuas; 

b) f (a): (b) < 0; 2 

€) las funciones /' (z) y f” (z) no cambian de signo. 
did Definamos los números z, (n = 1, 2, 3, . . .) mediante las igual- 

lades 


a a s 709-08) <0, 


@ф— лч) Í (Eni) VS . 
f Rm to=0, si [(aef(z) 20. 


z = 


Entoncos, la sucesión (21) лем converge hacia la raíz E cuando 
A — co, y para todos los números noturales л se cumplon las desigual- 
dades 
INC YA! 
$ “g 


Iza — i < LEE 


[EL рала |, 


donde m= mín "(| y M= má Ë . 
L m a, Дш БЫ xe Lnd 


EJEMPLO 1, Hállense las raíces de la ecuación 
z-arctg z — 1 = 0 

empleando el método de cuerdas соп una exactitud de hasta 0,0001. 

< Habiendo construido las gráficas de Jas funciones y = arctg z 
e y = 1/z, concluimos, según la бы sición de los puntos do intersec- 
ción, que la citada ecuación tiene dos raíces Ë, y E, iguales en valor 
absoluto y distintos por su signo. Hallemos la raíz positiva E, oli- 
giendo cl segmento [1, y/ 3] como segmento de aislación de dicha raiz, 
Para la función f (z) = z.arcig т — 1 tenemos. 


f(x) =arctg ita NE 2 = qun 


y 


1040/3 (2—1) Ga-- —0,2146019.0,8137992 « 0, 
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por lo cual las condiciones a), b) y c) quedan cumplidas. l'or cuanto 
f” (z) > 0 cuando т € И, 1/3], entonces m <f' (z) < M, donde 


m-[ (io 5+ += 1.285981, 


TEE 


Y 0,1515577. Con el fin de determinar el signo del producto 


* m 

f (1)-f (z), hallemos д. Dado que 

BIUERDHOM 1597008, 
10/3—10) 

los números z, se deben calcular según la fórmula 


z =1 


A VA f lna) 
ME 3) (еъ) " 


Reunamos los cálculos en una tabla: 


>| эы | Pend) A ж 

h 41 —0,2146019 | —0,1527608 | 1,1527608 | 0,023152 
2 1,1527608 | —0,0129601 0090807 | 1,1618415 | 0,0013762 
3 | 4,4648415 | —0,0006758 | —0,000473 | 1,1623145 | 0,0000716 


La última columna determina ol error absoluto límite*). Do este modo, 
E = 1,1623 + 0,0001 y E. =—1,1623 + 0,0001. > 

MÉTODO DE LAS TANGENTES, Su mgamos que en el segruento (a, b| 
de aislación de la raíz E de la ocuación f (z) = 0 so cumplen las condi- 
ciones a), b) y с), mencionadas; más, arriba, y los números z, (n = 


= 1, 2, 3». .) se doterminam por la ecuación 
лл) 
«а= вауу Я 
siendo 


a. si f (a)-f (0) < 0, 
а. b, si f (a: f (с) >.0, 
e, Si f()—9,, 
=) Aquí y en todos los problemas de cálculo que se dan ulterior- 


mente, los cálculos intermedios se realizan con un númoro de signos 
decimales asegurado por la computadora electrónica que se emplea. 
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donde 
_ (6—a) f (а) 
10)—1() ` 
En este caso lu sucesión (т), converge hacia la raíz E cuando n — 


> оо, y para todos los números naturalos n se verifican las desigual- 
dades 


ACORN M, 


Ei A -— y Гаа 1 (п), 
donde 
mz mín [f (G) |, M= máx |/^(2)l. 
axe a<x<b 


EJEMPLO 2. Hállese la raíz positiva do la ecuación z-arctg z—1 = 
= 0, апд el método de las tangontes con una exactitud de hasta 
0,000: 

4 Al igual que оп el ejemplo autecedonte, el segmento (1, 1/3] 
será ol de aislación. Por cuanto para la función f (z) = z:arctg z — 1 
tenemos с = 1 Шоо 1,1527608 > 0, entonces los núme- 
тоз £p se calculan conforme a la fórmula 


f Ena) 


Las funciones /^ (z), /" (z) y el valor de m = 1,2853981 se han hallado 

en ol ejemplo 1. Luego, My = f (3) = 0,25, puesto que /” (z) = 

- - e Оеп el seginento de aislación. Por fin, [rm 0,0972461, 
Los resultados de los cálculos se roúnen en la tabla: 


"| "nas атха) " 


fc. ) | P Gd 


ха)? 


1 $1,7320508/0,81379'12/1,4802102] 0,5497862 J1, 1822646] 0,0534645 
2 |1,1822646/0,0270628/1,3617976| 0,0198728 |1,1623918| 0,0000384 


Por consiguiente, la raíz de la ecuación £ = 1.162392-0,00004.» : 
Convénzaso de que las ecuaciones no Lienen raíces reales 
6.1. 25 — z 17, = 0, 6.2. x — arctg z -H 1 = 0. 


6.3. (22-2:4-2)2=0. 6.4. Ё?т-1+- lz =0, 
6.5. 24 — 32 + 1 = 0. 


311 


6.6.** La raíz E de la ecuación f (z) = 0 está aislada en 
el segmento la, b], la función f (z) es continua y f (a): f (b) < 
< 0. Fórmese en FORTRAN el subprograma de reducción 
del segmento de aislación on 2" veces, aprovechando la parti- 
ción sucesiva del segmento por la mitad. Elíjanse en calidad 
de parámetros las magnitudes F, A, В, N, donde F es el 
identificador de la función-subprograma para el cálculo de 
valores de la función f (z), A y В son los extremos del seg- 
mento de aislación inicial antes de los cálculos y los extre- 
mos del segmento de aislación obtenido después de los mis- 
mos, N es el exponente de potencia en la expresión para 27? 
que caracteriza la disminución del segmento de aislación. 

6.7. Resuélvase la ecuación z? -+ z? — 3 = 0 por el 
método combinado, empleando el método de cuerdas y el de 
las tangentes, compárense los resultados. 

< Habiendo construido las gráficas de las funciones у = 23 o 
y = 3 — 2%, Hogamos a la conclusión de que la ecuación citada tiene 
en el segmento [1, 2] una raíz real Ë. Disminuyamos en cuatro veces el 
segmento de aislación, empleando el método de división por la mitad. 
Para f (z) == z — 3 tenemos / (1) = —1 < 0, y / (2) = 9 > 0. 
Hallemos (1,5) = s 0, por lo cual cl segmento de aislación más 
estrecho será [1, 1,5]. Hallado f (1,25) = 0,515625 > 0 obtenemos ol 
segmento [1, 1,25]. Por cuanto 


SD 
Ty T L69484 >0, 


entonces, aplicando el método de cuerdas, se debe utilizar la fórmula 
за 025—294) 76 
1(1,25)—/ (2-1) 


y, aplicando ol método do tangentes, la fórmula 


(021.2, 3, ...) 


Tin Ln (аа, 2,8,.5) 39125. 
f (n1) 
Los resultados de los cálculos se reúnen en dos tablas: 
a) para el método de cuerdas: 


Haa быр | -G TES | n 


1,1649484 
1,1740693 
1,1745344 


DIM 
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b) para el método de tangentes: 


n Tair ба) fü |- Enan) cA 
4 1,25 0,515625 7,1875 0,0717391 1,1782609 
2 1,1782609 | 0,0240767 | 6,5214179 | 0,0036919 | 1,1745690 


Calenlando por el método de cuerdas, hemos obtenido una suce- 
sión creciente (zn) de las aproximaciones de la raíz E: 
1 < 1,1649484 < 1,1740693 < 1,1745344 < ... < $, 
y calculando por el método de las tangentes, una sucesión decreciente 


G: 
EX... < 1,745690 < 1,1782609 < 1,25. 

Los signos decimales coincidentes de los términos de ambas suce- 
siones son exactos para la raíz Ẹ. Partiendo del error absoluto límite 8, 
el valor do n, para el cual se alcanza la exactitud requorida, se halla 
de la desigualdad 


EENET] 
siendo £ = +, + Š) + в. Do esto modo, 


Ë = 1,47455 + 0.00003. p> 


Empleando uno de los métodos mencionados, calcúlense 
con una exactitud de hasta 0,0001 Jasraícesrealos de las ecua- 
ciones: a) por el método de cuerdas, b) por el método de tan- 
gentes, c) por el método combinado: 

6.8. + 2z — 8 = 0, 6.9. 2 + z + 1 = 0. 

6.10. zt — 3z* + áz — 1 = 0, 6.11. az? + 2z — 30 

6.12. zt — 32? -- 2—1 . 6.13. 21 — 22 — 5 

6.14. 22 — 5z +1 = 0.6.15. 22 — 52? + 72 — 2 

6.16. (z + 1} — z = 0. 6.17. 31 — 2r — 2 

6.18. zt — 42: + 1 = 0. 6.19. z° += T1120 

6.20. z—y/5—z. 6.21. т=2--{}/т. 

6.22. a? + 60z — 80 = 0. 6.23. 35 — z 2 = 0. 

6.24. х = 10 Ig z. 6.25. z = 2 — lg z. 

e — ln z. 6.27. z? = ln (z + 1). 

6.28. 4x =2%, 6.29. z? = е + 2. 

6.30. z + sen z — 1 = 0. 6.31. z — cos z = 0. 
6.32. z? = соз z. 6.33. х = arctg 


из 


6.34. In z = arctg x. 6.35, z? + Inc — 4 = 0. 

6.36. z? arctg z— 1 = 0. 

6.37. Fórmese en FORTRAN un programa para la reso- 
lución del siguiente problema: hállense, empleando cl méto- 
do de cuerdas, las raíces de la ecuación &*-? — z = 0 соп 
una exactitud de hasta 0,0004. 


< Se debe representar el programa como un conjunto de bres 
unidades de programa: programa principal, función-snbprograma para 
determinar la raíz de la ecuación f (z) — 0 por el método de euerdas 
en ol segmento de aislación de la raíz (а, 5], función-subprograma рага 
calcular los valores de la función / (z). 
Función-subprograma para calcular los valores de la función: 
FUNCTION F (X) 
F= EXP (Х — 2) — X 
RETURN 
END 
Función-subprograma para determinar la raíz por el método de cuer- 
das. Los parámetros: F, A, B, S, EPS, Р es el nombre de la función- 
subprograma para calcular los valores de la función / (z), A y B son 
los extremos del segmento de aislación de la raíz, S es el valor mínimo 
de | f (x) | en el segmento de aislación, EPS es el error absoluto lí- 
mite. 


FUNCTION CHORD (F, A, B, S, EPS) 


FA = F (A) 
Fh = F (B) 
x — (B. — A) + FA/(FB — FA) 
FX = F (X) 


TF (FA + FX.CT.0) GO TO 2 


1 X = X —(X — A) + PX(FX — FA) 
FX = F (X) 
1Е (EX/S.GT.EPS) GO TO 1 
CHORD = X 
RETURN 

2 X = X — (В — X) + FX/(Fh — FX) 
FX = F (X) 


IF (FX/8.GT.EPS) GO TO 2 

CHORD — X 

RETURN 

END 

Los operadores FA = F (A), FB = F (B) y ЕХ = F (X) se em- 

plean en el subprograma citado para evitar cálculos superfluos de los 
valores de la función / (z); al realizarse el programa, la notación 
F (X) conlleva el acceso a la función-subprograma y el cálculo del 
valor correspondiente de esta función. 
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Programa principal. Analizando el comportamiento do la función 
(oz ех-® — æ y de su derivada f (x) = ех-® — 1, concluimos que 
la ecuación eX-? — z = 0 tiene dos raíces en los se; "zmentos 10, 0,3] 
у 18, 3.2]. Por cuanto f° (х) = ex-? > 0, entonces /' (z) crece y se 
Узар еы las desigualdades 0,864665 = c-? — 4 < f (x) < e=? — 1= 
= —0,817310 para rE|[0, 0,3], 1,718281 = Е 
< е 2 1 = 2,920116 pata z € [3, 3,2]. Por esta razón, | f (z) | "> 
> 0,8173 еп el primer caso y | |, (z)1 > 1,7182, en el segundo. Estos 
números determinan, junto con los extremos do los segmentos de aisla- 
ción y el error absoluto límite dado, los valores de los parámetros, 
esto cs, сото suele decirse, son parámetros verdaderos para el subpro- 
grama CHORD. El programa principal tiene la forma siguiente: 


EXTERNAL Р 

ROOT CHORD (P, 0, 0, 0.3, 0.8173, 0.0001) 

ROOT 2 = CHORD (Р, 3, 3.2, 1.7182, 0.0001) 

WRITE (3,1) ROOT 1, ROOT 2 

FORMAT ('RAICES DE LA ECUACIÓN”, F6.4', y”, F6.4) 
STOP 

END » 


Fórmense en FORTRAN las funciones-subprogramas para 
hallar, mediante el método indicado, las raíces de la ecua- 
ción f (x) = 0 en cl segmento de aislación (а, bl. Los paráme- 
tros: F, A, B, S, EPS; F es elinombre de la función-subprogra- 
ma para calcular el valor de la función / (z), А y В son extre- 
mos del segmento de aislación, S es un parámotro definido 
más abajo, EPS, el error absoluto límite. El parámetro FD 
es 0] nombre de la función-subprograma para ol cálculo 
de f (z). 

6.38. Método de las cuerdas. Parámetros: F, A, B, S, 
EPS, S = K, donde M = máx |F (x)| v m = mín 
17 (2) | para = € la, bl. 

6.39. Método de las tangentes. Parámetros: F, FD, A, B, 
8. EPS, S = z, donde M, = máx [/^()| y m= 
= min | f' (z) | para z € la, b|. 

6.40. Método combinado. Parámetros: 

6.41. Fórmese en FORTRAN, para la eena 
en uno de los problemas 6.8—6.36, la función 
para calcular los valores de la función f (т). 

Fórmense сп FORTRAN los programas de resolución de 
uno de los probemas 6.8—6.36, aplicando el método indicado. 

6.42. Método de cuerdas. Utilícense Jas soluciones de los 
problemas 6.38 y 6.41. 


-subprograma 
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6.43. Método de tangentes. Hágase uso de las soluciones 
de los problemas 6.39 y 6.41. 

6.44. Método combinado. Utilícense las soluciones de 
los problemas 6.40 y 6.41. 


2. Interpolación de las funciones. Supongamos que la función 
y = f (z) toma en los nudos de interpolación z, € [a, b], k = 0,1, .. 
„++, n, los valores 1 (2 г) = уһ; entonces las diferencias partidas so 
determinan mediante Jas igualdades: 

Уһ Уке 

Zh th ° 

Ay (Zh: hpi) Ди (Ther, Thag) 


Ay (Tks zka)= 


Ay (Zh: Zhero Thes) = 


AJ (Zh Thats ++) Thais 2А) = 


= (Zh: Fher +0 09 там) Д2 (Ehen «sr авы) 
Zh— Ths j 


y el polinomio de Interpolación do la función f (z) en ol sogmento [a, b) 
liene por expresión 


n 
Pu (2) ро У, (2—2) (27723) -.. (zh) Ay (ze л,..., 20); (1) 
az 


además, en el caso de existencia de la derivada continua (+) (z) 
en [a, b} so verifica la кл 


116300 (1 < AM |l e- @ 
donde 
Maa = máx | /(n*D (a) |. 
asss 


EJEMPLO 3. Hállese (/2 con una exactitud do hasta 0,0001, cons- 
truyendo para la función / (z) = q/x un polinomio de interpolación 
en el segmento 11,69, 2,25]. 

< Elijamos n = 2 y os nudos de intorpolación z, = 1,69, z, 
= 1,96, 2, = 225. Estimemos la exactitud según la fórmula (2) 
Puesto que У) = — 182737 < 0, Ja función $” (z) = 3.250 va 


decreciendo en el segmento 7 = [1,69, 2,25]; por esta razón 


< X 23 1 
M,= яме (2 =]" (1, 8)—3- "ig 70.009984. 
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En oste caso para la diferencia r, (z) = / (z) — р, (z) obtendremos la 
desigualdad 


Lr) Lc IRL e 1,90) (0225) 1, 


de donde proviene el cumplimiento de la desigualdad 


0,1009984 


Ire (ai б 


0,31-0,04-0,25 = 0,0000521 


y la obtención de la exactitud deseada. 
Hallemos los coeficientes del polinomio de EP calcu- 


lando las diferencias partidas y reuniendo los resultados de los cálcu- 
los en la tabla: 


al Sk Uh | Ау hs Span? Avto Shap Sraa) 


4 1,3—1,4 я 0,3703703—0, 3448275 
0| 1,69 1,3 1.69—1,96 20, 3703703 1.002,25 = 
1|1,96 1,4 == — 0,0456121 


2|2,25 1,5 


=0,3448275 


El polinomio tiene la forma 
ра (2) = 1,2 + 0,3703703 (z — 1,69) — 0,0456421 (z ~ 1,69) x 


x (z - 1,90), 
ps (2) = 1,8 + 0,3703703-0,31 — 0,0456121.0,31.0,04 = 


= 1,3 + 0,1148147 -- 0,0005655 = 1,4142492. 
De aquí 
y Z= 1,4142 + 0,0001. p> 


Las diferencias finitas Ahy; (k = 
determinan por las igualdados 


3з... m0, OS 


Ay, = Дур Mira o is 
At; = Ау — Ау, 


Ahy; = А-у, — Ak-1y,, 
г i+ i 


Para los nudos equidistantes z, = zy + kh (k = 0, 1, ..., n) donde 
el paso do intorpolación А — 0, el polinomio de interpolación (1) 
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adquiere la forma 
n 


—b..-1t- 
парон 3p Bei a, ® 
= 


donde t => y Ahy, son diferencias finitas de k-6simo orden, 


mientras que la desigualdad (2) toma la forma 


a 
M, e 
ento 1 EE [ea]. % 
к= 
EjgMpLo 4. La función y = / (z) está dada por la tabla 


E [10 ы 1.2 1,3 


п [л 2,8330 2,8761 2,9151 


Determínese la expresión analítica, por medio de la cual la función 
citada puede representarse en el segmento [t, 1,3] y caleúlese f (1,15). 
Una ехр analítica que permite calcular los valores de la 
función f (z), que no se dau en la tabla, la buscaremos en forma de un 
polinomio cuyos valores coinciden con los valores dados de la función, 
оз decir, en forma del polinomio ps (z) que satisface las correlaciones 
Ps (хк) = / (zx) para k = 0, 1, 2, 8. Un único polinomio que posee 
estas propiedades es el polinomio de interpolación ps (z), definido por 
la igualdad (3). Hallemos las diferencias finitas, reuniendo los resul- 
tados de los cáleulos en la siguiente tabla: 


h | ES D А | auk | [74 
0 1 2,7854 
1 4,1 2,8330 0,0476 —0,0045 
2 1,2 2,8761 0,0431 —0,0041 0,0004 
3 4,3 2,9151 0,0390 
Aplicando la fórmula (3) para h = 0,1, n = 3 y z, obtendremos 


Ps (z) = 2,7854 + 0,476 (z — 1) — 0,225 (z — 1) (z — 1,0 + 


+ 0,0666 (z — 1) (z — 1,4), (z — 1,2). 
Entonces 


Ps (1,15) = 2,7854 + 0,476-0,15 — 0,225-0,15-0,05 + 
E 0,0666-0,15-0,05 (—0,05) = 2,7854 + 0,0714 — 
— 0,0017 4- 0,0000 = 2,8551. 


Para calcular / (1,15) observemos que f (1,15) = pa (1,15) y como 
error absoluto límite de la igualdad / (z) = pp (z) se considerará, 
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siempre que la derivada f(2+) (z) sea desconocida, el módulo dol últi- 
mo de los sumandos que figuran en la suma (3). Por eso / (1,15) = 


= 2,8551. » 


6.45*. Demuéstrese la igualdad 


A'y= PET 1) Unir 


veo 


donde C} = 


6.46*. Demuéstrese la igualdad 
k 


Ay (Eir ооо Zh) = 3 DA. 


a Ph (zv) 


A 
donde wr — H | (z—)- 


6.47. Para la función f (z) = cos x constrúyase un po- 


m" 
linomio de interpolación, eligiendo Jos nudos z, = 0, z, = 


= 1, zx = 2, zs = 3. Hállese cos E y estímese la exactitud. 


6.48. Para la función f (z) = 1л z constrúyase un polino- 
mio de interpolación eligiendo los nudos z, = 9, z, = 10, 
т, = 12, zy = 15 y empleando los valores de In 2 = 0,093147, 
ln З = 1,098613 y In 5 — 1,609438. Hállese In 11 y estímese 
la exactitud. 

La función y = f (z) viene dada;por medio de una tabla. 
Hállense los valores de esta función para los valores indica- 
dos z, y а, del argumento z que no figuran en la tabla. 


6.49. 
= |10 14 1,2 1,3 1,4 4,5 16 47 


y 11,02 41,061 1,087 4,119 4,160 1,212 1,274 1,350 
2,—41,20, r= 1,58. 

6.50. 

«|1484 19 20 м 2⁄2 23 24 25 


у 11,958 2,107 2,268 2,413 2,632 2,51 3,071 3,324 
21= 1,80, 2,—2,43. 
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6.51. 
x 0,75 0,50 (0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 


и [0,742 60,789 0,835 0,88) 0,924 0,9607 1,008 3,046 
a, 0,83, 2. 0,97. 


ж | 1,70 175 4,80 4,85 4,90 4,95 2,000 2,05 


y | 1,2322 1,2007 1,1789 1,1390 1,0888 1 0,9558 0,8713 


px AS. dus 1,07. 


z |2,70 2,75 2,80 2,85 2,9 2,95 3,00 3,05 
y | 4,5827 1,4505 1,3721 1,2383 1,0838 0,9071 0,7009 0,4817 
22,72, 22,03. 

6.54. 

z 10 15 20 25 30 35 40 45 
q A A PA ВЕНЫ Е, 
y 10,985 0,566 0,940 0,905 0,866 0,819 0,766 0,707 
2,228, =. 


n6 2,1 2,6 34 3,6 4.1 4,6 


y |1,029 1,339 1,64% 1,800 4,852 1,822 1,739 1,632 


ж=1,3 21524,0. 


æ |0,13 0,18 u,23 0,28 0,3 0,38 0,43 0,48 


0,1296 0,1790 0,2230 0,2764 0,3242 0,3712 0,41/3 0,4626 


1,=0,20, 2, —0,41. 


6.57. 
е |11 1,2 1,3 4,4 1,5 4,5 1,7 1,8 


lí A ÑLF3A—-— 
y 0,1198 0,0897 0,0660 0,0477. 0,0336 0,0236 0,0162 0,0109 


a =1 а= 1,76. 
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6.58. 
z | 50 55 60 65 70 75 80 85 


у 10,285 0,319 0,223 0,042 —n,14s —0, 


2,258, n=. 
6.59, Caleüleso el valor dol seno integral Si (2)= 
f smt a, рага z=0,26 y х= 0,45, haciendo uso de la 
tabla de sus valores: 


z p.i? 022 о оз оз 042 047 0,2 


Si (2) ЖШ 0,21941 0,26891 0,81819 0,36720 0,41591 0,46427 0,51225 


6.60. Calcúlense los valores de la integral de probabi- 
А 
=Afe" EY 0,5 
lidades Ф (z) = Vi fe di para 2=0,27 y <=0,58, 


? 
haciendo uso de Іа tabla de зиз valores: 


z [pos 045 025 0,35 045 0,55 065 0,75 


Di lo,o5637 0,16800 0,27633 0,37938 0,47548 0,56332 0,64203 0,71116 

6.61. Empleando la interpolación, resuélvaso la ecuación 
z.In z — í = 0. 

44 En un sogmento de aislación do la raíz f = [1,6, 1,9] para la 


Iunción y = zln — 1 tonemos: 


= | 156 1,7 1,8 1,9 


у [—0,2479952 —0,0079824 0,0580148 0,2195226 


La función y = z In z — 1 crece en ol segmento 7, puesto que 
y'= ln z -} 1 > 0 para z € J. Por consiguiente, existo una función 
inversa z = q (y), para la cual, considerando ahora y como argumento 
y z, como valor de la función, construimos el [наше Че interpola- 
ción ту (y). Este procedimiento lleva el nombre do interpolación In- 
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versa. Reuniendo en la tabla los resultados de los cáleulos obtenemos: 


Ах (Up, Ax (Ups LETON 
o | —0,2479952 | 4,6 
1 | —0.0979324 | 1,7 | 0,6663876 | —0,0821705 
2 0,0580148 | 1,8 | 0,6412426 | —0,0695452 | 0,0270049 
3 0,2195226 | 1,9 | 0,6191651 


De aquí cl polinomio buscado tiene la (оппа 
zs (y) = 1,6 -}- 0,6663876 (y + 0,2479952) — 
— 0,0821705 (y -+ 0,2479952) (y + 0,0979324) +- 
+ 0,0270049 (y -|- 0,2479952) (y + 0,0979324) (y — 0,0580148). 
Para hallar la raíz, se debo poner y = 0. Obtenomos 
з, (0) = 1,0 -|- 0,1652609 — 0,0019956 — 0,000038 = 1,7632273. 


Por consiguiente, la raíz es igual a 1,76323 + 0,00004, donde el orror 
absoluto límite se supone igual a la magnitud absoluta del último 
sumando on la expresión para zs (0). » 


6.62. Haciendo uso de la tabla para los valores de la 
función y = f (z), hállese el valor zp, para el cual Í (20) = 
709: 


= 0,5 


z| 1,50 1,55 4,60 1,05 4,70 4,75 1,80 1,85 
ul 4,125 —0,926 —0,704 —0,458 —0,187 0,109 0,432 0,782 


6.63. Ilaciendo uso de la tabla para los valores de la 
función y == f (z), hállese ol valor ту, para el cual f (ze) = 
= 4,498: 


z] 4,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 


yÍ 2,431 2,928 3,407 4,144 4,875 5,6% 


6.64. Haciendo uso de la tabla rosuélvase, por el método 
de la interpolación inversa, la ecuación sh z = 4,9370: 


ep a 22 24 26 
mis A A E 
ul 3,6269 4,4571 5,4662 6,6047 


6.65. Haciendo uso de la tabla, resuélvəse por e] método 
de la interpolación inversa Ја ecuación tg w 1,707: 


T | gne 61° 62° 


yl 4,732 1,809 1,884 


Fórmense еп FORTRAN los subprogramas siguientes: 

6.66. El subprograma de cálculo de las dilerencias par- 
tidas Ay (f Za «~ a 2), k= 1, 2, + n, Ay (a) = 
= y (жу). Los parámetros: X, Y, N, donde № os el número de 
elementos de las tablas X e Y que contienen los valores del 
argumento y los de la función, respectivamente. El resultado 
de los cálculos sc contiene en la tabla Y. 

6.67, * El subprograma de cálculo de las diferencias fi- 
nitas Aj, k = 1,2, ..., n — 1. Y y Ñ son los parámetros 
(Y es una tabla que contiene Ñ elementos) de los valores de 
la función a la entrada y las diferencias finitas, a la salida 
del subprograma, 

6.68*. La función-subprograma do cálculo de los valores 
dol polinomio de interpolación para una función dada por me- 
dio de una tabla. Los parámetros: X, Y, N, KEY, ARG, 
donde X es la tabla de valores del argumento, Y es la tabla 
do valores do la función, si KEY = 0, y la tabla de diferencias 
partidas, si KEY >= 0, N es la dimensión de las tablas X e Y, 
ARG es el valor del argumento del polinomio. 

6.69. El subprograma de cálenlo de los valores del poli- 
nomio de interpolación de una función dada por medio de 
una tabla. Los parámetros: X, Y, N, KEY, ARG, P, EPS, 
donde X es la tabla de valores del argumento, Y es la tabla 
de valores de la función, si KEY = Ü, y la tabla de diferen- 
cias partidas, si KEY = 0, N os la dimensión de las tablas X 
e Y, ARG os el valor del argumento del polinomio, P es el 
valor del polinomio, EPS es el módulo del último sumando 
que figura en el polinomio de interpolación. 

6.70. La función-subprograma de cálculo de los valores 
del polinomio de interpolación de una función dada por me- 
dio de una tabla, siendo equidistantes los nudos do interpo- 
lación. Los parámetros: X, H, Y, N, KEY, ARG, donde X 
es el nudo de interpolación inicial, H es el paso, Y es Ја ta- 
bla de valores de la función, si KEY = 0, y la tabla de las 
diferencias finitas de coeficientes correspondientes, si KEY 
0, N es la magnitud de la tabla, ARG os el valor del argu- 
mento del polinomio. 
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6.71. Haciendo uso de la función-subprograma obtenida 
en el problema 6.70, resuélvase con ayuda de una computado- 
ra electrónica uno de los problemas del 6.49 al 6.60. 

6.72. Utilizando la función-subprograma obtenida on el 
problema 6.68, resuélvase con ayuda de una computadora 
olectrónica uno de los problemas dol 6.61 al 6.65. 

6.73. Haciendo uso del subprograma obtenido en el pro- 
blema 6.69, resuélvase con ayuda de una computadora electró- 
nica uno de los problemas del 6.62 а} 6.63. 


3. Diferenciación numérica. Las fórmulas para la diferonciación 
numérica se oblienen como resultado de la derivación do las fórmulas 
do interpolación: 


f' (z) = ph (z) = Ay (zo, 2) + ((z — zo) + (z — а) X 
X Ay (zo, ху, za) + ((z — г) (z — 2m) + (z — zo) (z — 2) + 
+ (z — гу) (z — т,)) Ay (zo z аз, 23) F n 


con la particularidad de que el error de la igualdad aproximada /^ (z) = 
= pn. (z) es igual а la derivada del error rj (z) = f (z) — рь (2). 

Еп el caso de los nudos oquidistantes z, = zy + h (ke 1, ... 
+. n), zy € la, b] y f (zk) = yn son válidas las relaciones 


2: 
Ay + 


—1 3%—61-Е2 
f Qo A Sa 


213 —912--11:—3. 
—— UT aedes 


TE 
f ey үр (вона y, ES IRE 


Atya- 


donde + = É (z — z). Las fórmulas (5) y (6) tienen cada ша m y 


n — 1 sumandos, respectivamente. 

EJEMPLO 5. Un punto material M se muevo rectilíneamente. La 
ley de movimiento s — f (1) está representada por medio de una tabla 
(т es ol tiempo en segundos, s os el camino en metros): 


E] 4 1 2 3 4 5 6 


s| o 2 10 30 68 430 222 


Наоко la velocidad v y la aceleración w del punto Af en ol instante de 
tiempo т = 3,5. 


324 


< Formemos la tabla de diferencias finitas de la función s = f (т) 


Ala | АЗ Ads 


Considerando т= 3 como el instante de tiempo inicial, más 
Aplicando las fór- 


próximo a ç=3,5, tendremos t= 


mulas (5) y (6), obtenemos: 


у= en=+ (3+ 205 244 


3.00,5)2-—0:0,5--2 QV _ 
Е 


=37,75 m/s. 
6- (0,5)? — 18.0. 
12 


u= @5)=-г (24+05—0-54 
==21 10/92, p 


La función f (z) viene dada por la tabla. Calcülenso los 
valores de la derivada f’ (z) en los puntos indicados т, y zy: 


6.74. 
= | 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 


(я) | 1,44013 1,54722 1,67392 1,81973 1,98070 2, 18547 2,40978 2,00557 
2, = 2,03, z, = 2,22, 


6.75. 
€] 1,0 14 1,2 43 +4 1,5 106 1,7 


Г) | 1,0083 4,1434 1.2208 1,3310 1,4449 1,5034 1,0876 1,8186 
тү = 1,14, z3 = 4,42. 
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6.76. 
z | 2,8 2,9 3,0 3,4 3,2 3,3 3,4 3,5 


1) | 3,92347 4,41016 4,03838 5,51744 6,15213 6,84782 7,61045 8,44671 
zy 2 3,02, 2, = 8,31. 


6.77. 


«| 075 0,80 0,85 0,0 0,95 1,00 1,5 1,0 


1 (a) | 0,2803 0,3180 0,8592 0,4021 0,4472 0,4945 0,5438 0, 5052 


2, = 0,82, аз — 1,03 


“| t 12 їз 44 45 в 057—068 


1 (2) | 0,8802 0,9103 0,9340 0,9523 0,9061 0,0764 0,9838 0,0801 
z, == 1,34, т, = 1,65. 


Calcálense los valores de f (x) y f” (х) en el punto quo 
se indica: 


6.79. 
2] 0 2 8 4 5 6 
ioi] 1 5 ж 55 из 20 
z = 2 
6.80. 
z| ° 1 2 з 4 8 
Hol í 3 49 85 264 63 
z = 2,5. 


Fórmense en FORTHAN las siguientes funciones-sub- 
programas: 
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6.81*. La función-subprograma de cálculo ile los valores 
"` 


з 
de la primera derivada del polinomio m, (t) = || ú — k). 
k=0 


Los parámetros son: N, T. 
6.82*, La función-subprograma de cálculo de los valores 


de la segunda derivada del polinomio u, (t) = e — k). 
к= 


Los parámetros son: N, Т. 
6.83. La función- subprograma de cáleulo de los valores 
de la primera derivada del polinomio de interpolación 


r 
100—4)... (t—k4-1 
p, (2) — yot 5) DAA Алу, 


hat 


Los parámetros; X, H, Y, N, KEY, ARG, donde X os el 
nudo do interpolación inicial, Y es la tabla de valoros do la 
función para KEY =- 0 y la tabla que contiene Jas magnitu- 
des yo, үү Ayo (k = 1,.. n n) para KEY 50, ARG os el 
valor del argumento, para el cual se calenla la derivada, 
Nosn+ 4 

6.84. La función-subprograma de cálculo de los valores 
de la segunda derivada del polinomio de interpolación 
P» (x). Los parámetros son los mismos que on el proble- 
ma 6.83. 

6.85. Haciendo uso de la función-subprograma formada 
en e] problema 6,83, oscríbase en FORTRAN ol programa de 
resolución do uno de los problemas del 6.74 al 6.78. 

6.86. Haciendo uso de las funciones-subprogramas forma- 
das durante la resolución de los problemas 6.83 y 6.84, es- 
críbanse en FORTRAN el programa de resolución de uno de 
los problemas 6.79, 6.80. 


RESPUESTAS 


1.1. 0,331. 1.2. 0,5. 1.3. —1. 1.5. (Az)? — 2л. 1,6. e (e8% — 1). 
12. log, (1 Аз). 19. — 2. 1.10. zm 1.10. 25102. 142. x 


z3 
x log, e. 1.14. Ф Utilícese la identidad: 3 (05 pe) ten = 
ай Gu (o) a adh SINE, ACD = 
PELT AN а = fe ? 


148. 420) =—1, f1() —1. 149. 10) 1, И, (0) = 
1.20. e Га función gsm 1 no tiene Tímile para z — 0. 


25 is V z (1925 +90) 


121. —24 $e. 1.22. 


LEM ey EFF 
3 14 „ bo—ad 1—4 
34. — Ег 25. — C. 126. 
UM етта 1 Me. O mulo 
2 2z 2 с051 2—3 
22, == РЕНЕ MAN. = . 429. 
y z @— U z (+22) roh соз? ж 
i 
1.30 =. 1.31. " 
sen? (04-72) umm um E 
1.32. ——— 
322 cost (#14 i) V (1+ nam )) 


cos Y z 
4V zseny z 


Р Ln z я 
1.33, — ° кар 3). 1.34. 


0/2 
пв. УЫ дп (вор з), 1.87, 6х 


1:38: bcosz тү 
x 
(dx). 128 . 039, 2^ , mita. 


1.40. pm ln 2.cos z-agn (en 2). 1AL. 3%.2% In 3-1 2. 
z? 
1.42. 1005). 


тї"? "s I: 


¿MATAS (завр) 


1.44. 


1.45. =— == 
T ad aretg V 14-2 


@ 1 z9 V 
147. ch z. 148. sh z. 1.40. —1— . t.50. 
chi 

s. -3909—17 10— 22 — 222 
151. NES 8 

Y Gn Заз 3/22 (z 4-2)! (z—1) 
1,53. E 
1.54 . 1.55. 2* (In z—1). 


` Ay 8—t V te 


y 1 T ln 
1.56. 22.2% E аа 2) .157. (1/2) M 


yx 


брат 
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4. 
x 


1,58. (In z) Š 


Inz:lnln z 
zilna 


1.59. (sen z)?resen z ( 


(In aye 


"aresen z-etg a). 1.60. 25 c7 (Iz In е (па) 16t. "уух 


in: ). 192. 2H 4 ina) q ate2 x 


x (аше 


» 
х (42а г) 4-2 азза 241), 2>0, @ Hállese la deri- 
vada de сайд uno Че los sumandos. 4.63. — sende x 
42V Ecos x 
EV GS s (cos a-- V costa) ` 
intermedia se Loma u= cos? z, y, a continuación, se Пасо uso do Ja 
arccos z 
— x 


WE] 
xa aresen ey e7 "(4 _„-2®уа 
(A 
146. —— E EL. (исе arctg apart 1), 187, a=2, 00, 
@ Las condiciones de continuidad ша f (i) = lim. f(x) y las 
хэ + 


€ A título de derivada 


regla de derivación do una función compuesta. 1.64. — 


X (2 In arccos z-|-1). 1.65. —2re 


de derivabilidad /^(0)—/1(0) constituyen on total un sistema do 


dos ecuaciones respecto de a y b. 1.68. а=—{, =. 


ium 22 ало. 120240 Мух" 
89. — ==. 1.70. CV 
VY (0 — 259 (1— 25) вух ПА -V 

= a 

i NS T. "EC 
алы ру (» (s) m 1) ). io. — sen x 

9 Sen m: nigma к 

Хе cos(cos 20). 373. а E vn (yx 


х (2) (2 (s ihn $) ,220.125. — 2, 11652, 


2 x ГҮ 
121 <š 437. 2nlogaeela (2283 ) 


21g z (f tg*z) 1 : 
148 lén (C 10796 — pros 080. (eni pss 


X (ctg z соз z—sen zlu sen х). 1.81. ivy жое (son 2rine + 
tz) sen z 


2 cosz 


‚182. — а Yox (4-L V/cós In а). 


+ 
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1.83. ues (1 erir) ‚185. === 1.85. ех (a ch az — sh az). 


sgn (sh z) 1 е 
1,89, E + {.88. EAD 1.89. cos(z—), si z€ 
€ (nk, m(k--1), si en cambio, ==xk, entonces y. (tk) —1, 
Ө 1 EU 1 b 
и @®)=1, KET. 190. e 229 ра" 20; Их 
x()m—!, y (O=+t 192. —14 r<0 —e€^ x o, 
1.93. 1,20 - 220. 194.0, [z| 224; 2ze7 (1 — z’), 


-Fz 


_ 2x1. AA 1 
la l| <1. 095 TO) И за. 


1.97. a .та-1.а\а а. 1.98. (logy а) (== 


1.99. cos z cos (son x) cos (sun (sen 2). 1.100. 


sen y 
1401. — (LEI 9. 
bz--bsenorsenbe (¿Debe элп 
а соз ах соз bz -|-b зеп az зеп bz (¿Tis bx үз n? ах 
16 совах созот Te EEE, oL ERE 
025 cos? bz (s In 3 + — eoor ) 


1405. q (2). € Higaso uso de la definieión de la derivada. 
Фа) Ф ()d-w (v (D. 11, 2 9v 0—0 (2) 1р (2) 
V9erwo - ORO) 


noh MACAO) f (n2) 
1,108. p (2) 99 (s ompa EET ). мю. Lom. 
4 


fo ic qp " 
ыш, JO. A. PUE (9. 14и. 


1416. —<у—- 1417. 
ау 
1 ex sen y +el sen z 
1.149 1420. ic rens" 


2ü--inp ` 
29 9g—1) ... p=. 4.428. V 


1.122. 1 


zlty об. NE a <= y smy 
там. EL, aaas. AA 105 POT. 
1,127. +. 1.430. ioo. © La función ye chz, z€(—9, 


41-0), no tiene inversa, por lo cual se deben analizar dos inlerva- 
los Cs M v ( Боо), en cada uno de los cuales la función 
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dada es monótona y, por consiguiente, tiene inversa. 1.131. log, ex 


э! 1 а 
х сір х. 1.132. ИЕТ = 1.134. Uu DU 1.135. бол" 
a (z) " 1 » 5 
1.136. ae ene ` 1.137. геу гүл G 1.138. 3t— 7- 
1 2t " b 
1.139. = 1.140. REP 4,141. —23200, 1.142. => etg q. 


1.143. 2 cos? ғ. (cos 24 —2 sen 21). 1.144. 1. 1.145. 


1 2 
46. 5. 
PEE 1.146. 3 lux 


x2etg2t. 1447. — VI . t8. V s 

1.149. + Vb t. 1.450. 1. 4.454. —1. 1.152. 24 / 3. 1.155. -+. 
1.154. —2сов 21. 1455, + 1.456. mé 
1457. 207% (224). 1.458, qon A 
1459. 2 3-1 (а-ал) ( i In z- + VI EE a cms 5): 


€ Hágase uso de la derivada logarítmica. 1.160. y' (0)=3, 
y” (0)=12, y" (0)=9. 1.161. 2. 1,162, 6. 1.163. y (0)=1, у (0)= 


=10 2, y” (0) -1n* 2—1. 1.164. y'= į (3). r 
x (s) (4). ias 9, ио 


= E) 199 Y ISNI 
F. 3 Oo x jo uw à 

4 Е . 1467. y'= 

e a): 1487. y 

X (и? + v?) (un" + vv") J- (uo — uv")? 

= [CERNI + 

= Aw ow . 1469. wA a si n< m; 0, 


si n? т. 1470. (klnaymakx, 4.71. sen (2 La) Ф’ 
= соз z= sen (+) ‚= (sen (= + )) =00s (s) = 


=son (em), ete. 1.472, (790. LL, 1.473. 2n-Úeosx 


x (20425). ө Mágaso uso de la fórmula cos s= E0828 | 
2n! (—1)90 — (z —2)™" 
1474, a EA 
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. € llágase uso de la igualdad 1--z— 
=2 — (1 — 3. 1478. cosz(200 — z — 2%) — 48 sou z (22 -F 4). 
1.179. ее (19-307 360). 1.180, 4 1/ 5 sen (-5) es, 


1.182. zshz--100chz. 1.183. e Realícoso la 


1.181. Moe š 


demostración por e! método de la inducción matemática 


паво, RETIA pagg, —48. 1493. ЕТ 

2—те” зй) 
1304, 0 os, O 
1.496. UP dp ‚497, — d 2004200, ет! 
o bien ee x € (1,400). 1.201. — 2 o bien —2 sec? z, 
ze( -5 +) . 4.202. 2 (1-- t) o bien 2 вос? z, z€ (—. 3). 
1.203, 1 o bien аб 260, 0) 
UU За созт воп t Зал assu ° DIU 


1.205. Tr+y—3=0, z—T7:2-71—0. 1.206. у—5=0, z42—0- 
1.207. a—4y+4=0, 424 y—18=0. 1.208. y—22=0, 2y+2=0. 
1.209. 2—y—1=0, 2 4y—1=0.1.210.27—y+3=0,0-+-2y—1=0. 
1.211. 7z— 10y+ б= 0, 107 + Ту — 34 = 0. 1.212. y=0, 
(m + á) z + (л A) y — n 3⁄4 = 0. 1.213. 5z + бу — 13 = 0, 
ба — бу =. 21 = 0, 1214. т-у — 2 = 0. 1.215. агаш. 1.216. 


М, (1/8, —140). 1.217, y — 22—21, 1.219. 22 — y — 1 = 0. 
1.220. dz — áy ~ 21 1.221. 3,75. 1.224. En el punto M, (0,0) 
el ángulo es igual a 0 (las tangentes so tocan) y en el punto М, (1, 4) 


. 4.226. arctg 2/2. 1.227. л/4 y n/2. 


el íngulo aretg л. 1.225. artes 


1.230. 2/|/ 5. 1.232. 4$ Si la curva viene dada por la ccuación г = r (ç), 
entonces las coordenadas cartesianas de los puntos M de dicha curva 
se dun en función del ángulo q por las expresiones 


z — r (g) сохр, y = r (p) sen 0. 


Do aquí ОЛ = r(q) cos qi- r q) sen gj, ез decir, el vector 
p (1, ly q) es colineal con el + El vector ç (1, yx) esun vector direc- 
tor de la tangente 777, y como 

Ue risenprcosq — rir Igo 


ya^ т, r €osq—r sen r каф 
№ T Y rz] 
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el vector e (r — r tg p, r + r' tg q) será colineal con ж. Por consi- 
guiente, 


(p, е) 


0= =: 
cos =Tpllel up 


r 


сов? 0 r 231 = Ц 
“әй I p 1.233. U=arctg — ? 


1.234. +2. 1.235. а) 1,=0, t,=8; b) 16 (0, 4) U (8, +00); 


de donde 150 = 


с) s=+ (3--V 83, ta -$G- ҮЗ). 1236.  — aw по 
1.287, 242, 1.238. Ga 139.2067, 1,240. pz = — 2awson 29, 


uy = —2ao соз 2р. 1.241. En los puntos (3, 10/3) y (—3, —10/3). 
1.242. 4nr?v y 8nrv. 1.243. 2n radianes/seg. 

2.2. (Ay) = 1,261, (dy), = 1,2, (Ay), = 0,120601, (dy), = 0,12. 
2.3. As = 2z Az + Aij, ds = 2r Ат. 2.4. ds = f' (t) At es el camino 
recorrido por el punto M durante cl intervalo de tiempo Aż, con un mo- 


vimionto uniforme a la velocidad f'(&). 2.5. ds == 0,1, As = 0,08. 
2,6. а) 0; + ka. 2.7. Las igualdades a) y c) no son posibles; la 
igualdad b) es posible, si la función es lineal (véaso el problema 2.1). 
2.8. 2 cm. 2.9. 3 cm. 2.10. 2 / à — z? dz. 

2,11. z sen z dz. 2.12. arctgz dz. 2.13. ln z dz. 2.14. arcsen z dr. 


245. 2x de z+ dz 


y Я 
чү. 240, la. 2407, р. 248, а) 005 


b) 0,805; c) 0,2. 249. 2,93. 2.20. 1,2. 2.21. AV = 2xrh Ar. 
€ Como A es coustanto, la función v será la función de un solo 


argomento r: р==л}г®, 2.22. AV х E an e Siendo 7 constante, 


el volumen V será la función de un solo argumento p; v=nr£ 


2.23. — а02 (sen (bz 4-c) dz? — Му dz*. 2,24. 373^ In 9 (2r? In 8 — 


(2—22) sen z—2z cos > 


— 1) da?, 2.25. dz*. 2.26. la д22. 


EJ 

2 dz? — _ Ra ast 229, 62 (+ 3 dee 
Brock 228. La 220 6 Ta. 
230. ¡EN de 


(1—а cos y)? ` 
3.1. f (z) es discontinua para х= 0 € [—1, 1]. 3.2. 0. 3.4. e Realí- 
ceso la demostración por reducción al absurdo, habiendo previamente 
establecido quo la derivada del primer miembro de la ecuación tiene 
una única raíz rcal z = 1. 3.5. @ Realícose la demostración por roduc- 
ción al absurdo, habiendo previamente establecido que la derivada del 
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primer miembro de la ecuación no uene raíces reales. 3.6. ӨР (b) — 
= Р (a). 3,7. § Up 3.3.14. e Hágase uso del кай del proble- 


ma 3.8. 3.13. Ë, = 1/2, E, = 5/3. 3.14. 2/3. 3.15. зт 3.16. 02/09, 
347. 2 348. 2/3, 3.19. —1/2. 3.20. 2. 3.21. Ви 3 


1. 3.88. 2/8. 3,39. 1. 3.40. 1. 3.41. 1. 3.42. e. 3. Е 
е, 3.46. 1, 3.47. Vo. 3.48. 1. 3.49, 2-5. 3.50. e2. 3,51. =S dT 
+ 1) — 9 (z + 12 + 2 (z 4519.3.52. TH 41 (z— 1)- 10 (z — 1 + 
+ 4 (1 + Ô (z — 0) (2-08; a) Ө = 1/4; b) 0 es un número real 


cualquiera; e) 0 — 1/4. 3.93. P (—1) = 143, D' (0) = --60, P”(1) 
з.м. 1-54-27. CUM sa ME E 
ыытын такыры не ктт түш ы Же ташы. такы 
д 
T СЕ +b) 
"wc 5 AAA +, os impar; 
son (02: (+1) 7) 
p WIS ann, 
ni gne 
п es par. 3.96. 1— AT + (1) "cmd 
(0244-1) "M 
-H cos Rap s". n es impar! 1-4 gp + 
СРТ cos (б-п 95) . d 
EII MEC. ed "л овраг. 3.97. 23 + 
ПЕР АЕ Em РЕ a 
eb — tapya pig t >i. 8.58. 2p 
n-i 
TE apt) * = F Raa (2), n оз impar; z— = 
> an 
С E Rar (z), n es por. e El término residual so 
escribirá on la forma general, 3.59. 14 T LD уал... 
„.%(@—1).. (иа у оа 1)... (a—n) (14002791 
| т] р x 
gas жэт. 38 2-632) 4 (6 — 02—029 
(2—2) 13 1-22 sent Oz 


TUG °` 3.61. > Tür $92 pr 
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5 80r-p 602a —1,3 "E: š 
+3 aman: 3-02. 1— = 7 4. ИЕ 0M 
35 Ep " "T 2:515 
qS OG ym: 9 a) 0842 D) 14013; e) бум, d) 2002. 


$45. El oro в) L__ E; Ы 700) 
PP К 16 (14022 " 8i ü rünes 777 
b) 1/2; c) 1/2. 

4.4.9 Hágase uso del desarrollo de la función según la fórmula 
de Taylor en el entorno del punto ху hasta un miembro de orden k 
inclusive. 4.2. f (zp) = 0 оз el mínimo, si g (za) > O y п es par; 
1 (zo) = 0 es el máximo, si q (zo) < 0 y n es par; no hay extremo, si 
n es impar. 4.3. O Hágase uso do la primera condición suficiente de 
extremo. 44. En (—1, —1/1/2) U (1//2, 1) va de ndo, en 
(1/2, 1/\/ 2) va creciendo; ymin = у (UV 2) = —1/V 2, утах = 
(= p(4/V 2) = 1/2. 4.5. En (— œ, —1) U (0, 1) va creciendo, en 
vit 0) U (1, + оо) va decreciendo; y;max = y (—1) y (1) = 1. 

En (0, 1) U (1, e) va decreciendo, en (e, -- оо) va creciendo; 
Ymin = g (e) = е. 


ал. Xn (60, (i-e) decroce en (+ (6 4- 


+, EHS) eres gp =0 (2048 = а (ж— 
—V 8) = 216—085, = (20) 92 6 0 а (45 


—y8)e ex х-1-0,585, KEZ. 48. En (0, 2) decreco, on 
(2, +00) croco; ymin = # (2) —2 (1—1n 2) ~ 0,61. 4.9. Va creciendo 
on todo el dominio de definición. 4.10. Eu (+ 63), Ex 


x (841) crece, on (Zr (864-9), Ck 4 5) decrece, ga 


х 
=y (214 = ) e (e à YE) e 5562, yy, =y (2 + 
х 5 
+ )=-г= (5 E) 155%, k € Z. 441. En (0,1/6) 
1 

decroce, en (1/e, 4-00) crece; gain = y (1/6) = (1/е) * az 0,69. 

412. En (—co, 0) decrece, "en (0, +00) crece; gain =u (0)—2. 
443, M —3, m= —24. 414. M —8, m=0. 4.15. M=0,6, m= —1. 
446. M—1, m=0,6. 447. M=2, m=V 2 æ 1,26. 4.18. M=x/4, 
m=0. 419. M=1, m= —1. 4.20. M —1/ V e = 0,01, 
m=-—1/Y/2—0,61. 421. e Analícese la función y—e*— 
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—(L kx) y muéstrese que ella tiene un único mínimo: Vmin = 


EN um os, Up | bv. y m 100 
Ss m0. 425. ELT. 426. | AP i= (3500 — 73) km = 


1 

А 102,3 km. 427. г ; = (2-2-45) . 4.28. а= 
4 

490.2. 430. л. А30. QF ah. 632. mm. 


— 8.434. 20, 435. N (i, 1). 436, z— n V2 ,y-R/V2, 


447. Divídase el segmento on dos parles iguales. 
RH y EFIA 
(V 2-11 — R) (V 8+4 924-28) 


— d2'3)3/2, 4.40, En (— оо, 0) la convexidad es hacia las y positivas, 

on (0, -|- со), la convexidad es hacia las y negativas, M (0, 1) os el 

punto de inflexión, k = 7. 4.41. La gráfica es convexa hacia las y 
negativas en todos los puntos. 4.42, En (— co, 2) la convoxidad es ha- 
cia psy positivas, on (2, + оо), la convexidad es hacia las y negativas, 
M (2, 0) es el punto de inflexión, k = 0. 4,43. En (— оо, —1) Y (1 

+ co) la convexidad es hacia las y negativas, en (—1, 1) la convexidad 
es hacia las y positivas, M, (—1, Y 2 M M, (1, W 2) son los puntos do 
inflexión, Бу = k, = co. 4.44. La gráfica es convexa hacia las y posi- 
tivas en todos los puntos. 4.45. En (— co, —1) la convexidad es ha- 
cia las y positivas, en (—1, + со) la convexidad es hacia las y negati- 
vas, M (—1, 1 — е2) es ol punto de inflexión, А = —e7? zz —0,14. 
4.46. En (— оо, 0) la convexidad es hacia las y positivas, en (0, + oo) 
нше es hacia las y negativas, M (0, 0) es ol punto do infle- 
xión, k = оо. 


4.47. En (0, e-%/9) la convexidad es hacia las y positivas, on 


498r = 


439. Л = (en-— 


(e75/*, co) la convoxidad es hacia las y nogativas, M (e 1— 


— se) os ol punto de infloxión, k= — ette = -028. 
АДВ: ==>, La — 1 i e Si 
„a=, bep 4409. уро ABE ө Si zo es da obs 


cisa del punto de inflexión, enloncos zo lg rọ=2. En esto caso 


4 
xx 


y yt (zo) = z$ son? ze = 


1 


I 
А55. у= -+ -5 Qa dorecha), y=3z——— (la izquierda). 4.56. s= 


452. z—2, y=1. 4.53. y z— 


4.54. r-0, y=1 (la dorecha), y--—1 (la izquierda). 


=0, y=2e, z=— 4 (la dorocha) 4.57. y=0. 4.58. z=— =, 
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59. y= T z—1. 4.61. gn my O= 


re уз,» son los puntos de inflexión. 
GE 11, yum =( + VI my (0)=0; 
A E (s-ym „ү 
ЖУЙ  eryM (ya ay) 
5 ^ 2 E Y) 
tos de inflexión. 4.63. Yma=1 (—V 9— V3, za =y (V 3) = 


=-V3,0,0) y (205, + 228) son 10s puntos de inflexión. 


son los pun- 


4.64. yam = v (3) 2 (0,0) es el punto do inflexión; z—1 
= 


о yz son asíntotas. 4.65. ya — y (0) — 0, Ymin = 1 (3) 


=+ Da: (42, Ут) osel punto do inflesión, 2=1 

e y=x son asíntotas, 4.66. (0, 0) es el punto de inflexión; z= 1 
Е 4 

y=x son las asíntotas. 467. улак mp (0 4) — 5 Vi, uama = 

= (=o; (YZ, $ syz) es «1 punto do inflexión; ze—1 


1 de 
o y== son las asíototas. 468. pa mp (07735 (YA, 711) 


өз el punto de inflexión; == 2 е у= 0 son las asíntotas. 
4.69. (0, 0) es el punto de inflexión; r=-Ł 1 e y=0 son asíntotas, 


M (VIVE 
AT- vamu O= „=з VD) (— V RES, 


Пааа = = y = 
2(7 45) — 1/45 у 2 (7— y 35)“ 
з (1+ү зу )s(- V ES, EIA tos 
9+ 5 2 3—45 
puntos de inflexión; z=1 e y=0 son asíntolas. 4.71. (0, 0) es el 
punto de inflexi z=—2, z=2, y=0 son las asintotas. 


1.72. Ymar =Y (—3) = —4,5, umin =y (8)=4,5; (0, 0) es el punto 
do inflexión; z= — V 3, z= V 3, y=x son las asíntotas. 4.73. Ymin= 
=y (—1)= —1/8; (— УЗ, — 14/6) es ol punto de inflexión; z= 
=}? o y=0 son asíntotas. 474. Yon — y (0) t, (+ 13/3, 
—1/2) son puntos de inflexión; y=1 es la asíntota. 4.75. (0, 0) 
у (4/2, 1/3) son los puntos de inflexión; т=—1 e y=1 son las 
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asintotas. 4.70, Ymax =y (0)=2, (+1, } 2) son los puntos de 
inflexión; y=0 es la asintota, 4.77. у= И) = —1; (0, 0) 
y @, 0) son доз puntos de inflexión. 4.78. jay = # (0) Vmin = 


=y (+1) =V 4. 4.79. (0, 0) es el punto de inflexión; z= —1, 
4, y=0 son asíntotas. 4.80. (0, 1) y (t, 0) son puntos de inflo- 
z ез la asintota. 4.81. (0, 0), (41, - 1/2) son puntos 
1 4:82. (0, 0), (+ t, = # 2) son los puntos de inflo- 
xión; y=2x es la asíntola, 4.83. (0, ,0), (+ 1, + V 2) son los pun- 
tos do infloxión; g= es la asintota. 4.84. (0, 0) es el punto de 
inflexión; у= —1 es la asíntota izquierda, y=1 es la asíntota 


derecha. 4.85. y =s (— 373) =1; (0, 0) es el punto de inflexión; 
5 es la asintota, 480. Umix=Y (0)= 

=y()=/1; (—1⁄4, —V2) es el punto de inflexi 
e y=x son las asíntotas. 4.87. ymax =u (— 8) y 
(1/8, З/У 25) son los puntos de inflexión; z= —y/2 e y=xw son 
las asíntotas. 4.88. Yin = y (0) —0, (+ Y 2, 2/Y 3) son los puntos de 
inflexión; у = х es laasíntota derecha, y == — 2 08 la asíntota izquier- 
da, 489. (—1/2,0) y (—1, —1) son los puntos de inflexión; 
z=0 6 y=1 son las asínlotas. 4.90, yocp 0) = 17 1/4, (YA, 
1/046) es el punto, de inflexión; z= —1, y=0 son las asíntotas. 
491. ушу = (— V 3)=0, yan 79 (V 3) =0; (72, 1 VD),(-V 2, 


—1/ V 2) son los puntos de inflexión; z—0 es una asíntota, y=1 


os la asíntota derecha, y= -—1 es la asíntota izquierda. 4.92. y i 
=y(0)=0, ynn =Y (+ V 2)=2, х= + 1 son las asintotas, y=x 
es la asíntota derecha, y= — ез laasíntola izquierda. 4.93. yu: 


=v(0)=1, ыы 0 (81) 0. 404. s m0) 72V 3, ыа 
=y (+: V 2) =0; (+ 1, 1) son los puntos de inflexión. 4,95. у= 


5л Жез л z (3% 
-y (Җ+жа)=—ИЁ, Umáx=Y (Xm) = 5, (x 
Звя, 0) son los puntos de inflexión KEZ- 496. vg =y (+ 


+2) LE > ах =, ( 1 3 за) = v = tkn 


az 
son las asíntotas, k€ Z. 4.97. yg — i (0) =0, у= ——5-—1 esla 


т 
asíntota izquierda, y——5-—1 es la asíntota derecha. 4.98. у= 
4 


‚ЖОК... 
== HO mamut (0, 2] юа! 


puntos de inflexión; у= 5 Z pz ез la asíntota izquierda, w$ es 
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5 (2502, Añ) son 
; 
los puntos de inflexión; y=0 es la asintota 4.100. ymas =y (1) = 


—— 1 00,0, (+ ИЗ, + V3 són 
z 


la asíntota derecha. 4.99. урах = 9 (0) 


e 
los puntos de inflexión; y=0 es la asíntota. 4.101. уа — y (1)= 
=2(1 t е, (2+ ү) eva) son los puntos de inflexión; 
2-0 os la asíntota izquierda, y=0 es la asintota. 4.102. у= 

Ц E Ж, 51 
— Em armi); (YE, de) y (VE ew) 
son los puntos de inflexión; y=0 es la asintota. 4.103. у= 
=y(1)=e yo z4-1 os la аюв; z=0 es la asíntota dera, 
4404. vga У (VD) = VES Put -v(—y2--— JE: 


AE tes m) 
( ay зү", *lys үе +6- э son los puntos 


—0 es la asíntota. 4.105. yg = (—2)= —4 V7, 
A/e; (0,4 —1,6e7*/2) es cl punto de iullexión; z--0 
es la asíntota izquierda, y =z—3 es la asíntota. 4.106. (1, e?) es 
el punto de infloxión, z==0 єз la asíntota derecha. y —2z-4-3 es la 


asintota. 4-107. Ymax == y (£ 1) =2/1/ 2, Ymm = v (0) —1; CE V 213, 


2-13 
m 5 E SLIB (841/3). ? a 
Hy NM c MP m вре 
la asíntota derecha. 4.109. узах =y (V 3)—3V 3e9/, yg 
zy (— 1/5) = —3 V 3e; (0, 0), (+ 1, + 71/9, (+ V 8, +V 61) 
son los puntos de inflexión; y=0 es la asíntota, 4.110. (0. 0) es el 
punto de inflexión 4.141. Vici, (e Ve ут) es el 
punto de inflexión; z—0 e y=0 sou las asíntotas derechas. 


А2, qaas mp ($) = — 6 z=1 es la asintota, z=0 ө y=0 son 


1 H 1 
las asíntotas derechas. 4.113. ji =Y (ут) =езу! (тут , 


3 А T gie Па 
=y] ° el punto de inflexión 4.114. лах Y (V e )= 27 і 


(ve, =) es el punto de infloxión, z—0 e y=0 son las 
2 


asíntotas derechas. 4.115. ymas = y (1/6) = 1/62, yai У 0) = 0; 
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ъв Ут 1430/5 зу авта 7—3V5 
(e 1,5- VIE y, s ss) y (e DIEN V. x 


xecte V8) son los puntos do inflexión. 4.116. уа =V (0)=0, 


Ymm Y (+12) =2%e z= i son las asíntotas. 4.117. yj 4 = 

zy (1/62) = 4/62, yay 0 (—1)=0, Y msn == у (— 1e?) = — 4/2; (0, 0), 

(UV E, +1/y/2) son los puntos de inflexión, 4.118. ys = 

=y(0)=0; z=--1 son las asíntotas. 4.119. ymar — y (t e)=1/e, 

5- У1З = УЗ 
5—V 132 — 

=й [воло E 
5+ ҮЗ 5 5+ ҮЗ 
—— (5 1312 -=~ 

de 9 7, (Sy) e 2 son los puntos do inflexión; 

z = 0 o y = 0 son las asíntotas, 4.120. ymin = y (Ue) = (1/е) е = 

æ 0,69, es convexa hacia las y negativas, y — í рага z—- -|- 0, es 

decir, М (+0, 4) es el punto final. 4.121. у, = y (e) = ere д2 1,44; 

(0,58, 0,12) y (4,35, 1,4) son los puntos do inflexión; M (--0, 0) os el 

unto final; y = 1 es la asintota. @ So puede no hallar los puntos de 

inflexión, es suficiente probar que éstos se encuentran de la ecuación 


In? Z+ 2х1п 2— z = 0. 4.122. х= 0 es el punto de discontinuidad 


evitable (y_ (0) y+ (0) , Ja función es decreciente, convexa 
hacia las y nogativas, х = —1 os la asíntota vertical, y = 1 es la 
asíntota. 4.123. х = Ü es el punto de discontinuidad evitable, y = 0 
es la asíntota. Los puntos do extremo satisfacen la ecuación tg z = =. 


Los puntos de inflexión satisfacen la ocuación tg z =. e So 
puede no hallar los puntos de extremo y de inflexión. 4.125. х= 
= —1 para t= 1 (y(1)- 3), yam = —1 para t = —1 (z (—1) 
= 3); una parábola cuyo vórtice se encuentra en el origen de coordena- 
das y cuyo oje es la recla y = z (z > 0, y > 0). 4.126. Zin = mi = 
= 1 para ¿== 0 (punto de retroceso); y = 2х os la asíntota cuando 
t— + оо. 4.127. Astroido (véase $ 3, cap. 2, fig. 27). 4.128. (—1, 


—3n, —1 +Š ) es ol máximo, (t — 3m, 1 —7) es el mínimo, (—3л, 


Уто 


0) es el punto de inflexión, y = z e у = z + 6n son las asíntotas. 
4.129. Una rosácea de tres pétalos; D = [0, 2/3] U 123/3, n] U 147/3, 
5л/3|; los extremos tienen lugar para g = 1/6, g = 5/6, p = 3л/2, 
4.130. Cardioide, el polo es un punto de retroceso, ra, = г (0) = 2a, 
r min =r (0 = 0. 4.131. D = (0, + оо); la línea da vueltas espiral- 
monte en torno al polo, aproximándose hacia éste asintóticamente; 
(Y 2, 1/2) es el punto de inflexión; el eje polar (g = 0) es una asin 
tota horizontal. 4.132. Lemniscata de Bernoulli (véase $ 3, cap. 2 
fig. 21). 

54. La reota Zf = 122 = E. 52. En ol plano Озу un arco 
de la cirennferencia 22 -+ y? = 2 entre los puntos (1, 4) y (0, Y 2) re- 
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corrido en sentido antihorario. 5.3. La rama derecha de la hipérbola 
22 a 

16787 
del origen de coordenadas. 5.4. En el plano Огу una parábola y = 


1, y = —4, recorrida de abajo arriba si se mira por la parte 
= $ (6z — a%) recorrida de izquierda a derecha. 5.5. La línea heli- 


coidal z = cos t, у = sen f, z= t. 5,0, Astroide 223 + y? = 2%, 
2 = 0. 5.7. La línea do corte da los cilindros y = z3, z = zŠ, recorrida 
de abajo arriba. 5.8. La curva de Viviani ез una línea, donde se cortan 
la esfera y el cilindro circular: z% + y? } 22 = 1, z* j y? = 2. 5.9. 


> 
Una elipse 24 = f, z= 2. 540. Una parábola y = 2? + z, 
z= 3, recorrida dos veces. 5.11. Una recta 4x -|- Jy = 0, z= 0; 
v = 8i — 4j. 5.12. Una parábola (en cl plano Огу) y = И EP 
p (4 — 20 j, она = 30 -- 4j, t lea m 324 2j, v Ны 
27: ets: na aulia УК pla deja 
cos 1); v = 2 (1 — cos t) i 4- 2 sen t-j 
‚ v= 2(i--j cuando 


= n, v= 4i. 5.14. 0,62— 


— 0,8j. 545.7 (2i — P). 5.16. а) соз ё. — sen 2t] + cos 2t. k; 
b) (cos? — tsen t) ¿+ (sen t+ tcost) j+ К; c) (1 — sent) i+ 
+ ¿cos К. 5.17.2) i; b) 120 — 2j — = k. 5,18, 1 4- 3 + 56. 
5.19, (3 — 21) i + (302 — 22) j — 2tk. 5.20. cos t (i 4- 2uj + ЗизЮ), 
5.21. z+2z=4, y=2 (una tangente) 22—2=3 (un plano normal). 


4 (una tangento); 3x-+4 6y-|-122— 70—0 


(un plano normal) 5.23. у =z, z =a (una tangente); y-|- 


— (una tangente); 122—4y + 32=12 


2 


=0 (un plano 


normal). 524. Z= 


(un plano normal). 5.25. (una tangente); 8x4 


2 
+10y+72=42 (un plano normal). 5.26. a) ФЕ = —cos tiet jt 
йг жыр. ЯВ : 
+2k, "de Жш -¿43+2k; b) Cg = — (2 son t4 t cost) i+ 
2 
+ (2 cos t —t sen t) k; Ade 5.27. w=2sen t-i+2 cost.j; 
é “ë 4u—2 
10 | í 27 2 ш |, _ = — 2j. 5.28. ш —2j, w= 
кы Š каз © OVAB—i ET 
Py 1=0 шу= —1,6, v, —12 = 
a Para Ы: ка „д 
4 — ИР 
Ут ; T - 
io w= ww, 529.—i4- VERE j. шу=1, w= 
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=—— рага Ф=0 w=ipj ша. 530 K| =2, 


531. Ka=3, Kg—1/9. 5.32. 3//2. 5.33. 1/2. 


3 3 3 3 
4 =. 535. K= Жы . 536. K 
2y2 а зеп d. $e s 
(00499 (pta q ty? Тату 
5.37. em 5.38. p , 5.39. Vlazyl. 
Em (pta? --.аїузу2/2 (a? sen? 1-13 cos? 03/2 РЯ sont 
TS aibi T ab и. 
Р e an 192 > 
зла. ж. sas i. sa. (Tm, vi € Fórmese 


la expresión para la curvaturu K y hállese su punto do extremo. 


ҮР — 52) 5.46. (o, +): a) -- 


зат. (0, +): = +(» —) =+ sas. (—1, 2): 
Gini EO (z: о); (à) 
50. (na, —2ay (z—ne?-F(y4-2a)9—16a?*. 5.51. X = 


15244 
6r * 


HAY)? 554 sa 


sas. { 


Y= 5.52. Х2/8__ү?2/%.(2а)2/3. 5,53. (X--Y)23-L 


LV 5.6. 


t=- (i— j+), sesi G4» pit į+2k); z — = 
=—(y—1)=z (una tangente; z=y, 2=0 (normal principal); 
 (binormal). 5.57. t=i, v=— L G+, p= 


2 

= gim y=2, z= (una tangente); y—z4+2=0 х=л (nor- 
mal principal); y-E3=6, ¿== (binormal). 5.58. т=-у (2i+j+2k), 
22 у _4—4 


(una 


э=-р(—1—5+), в=-р@—эу—®; 


tangente); e 


(normal principal; 372 


R. 


(binormal). 5.59. t= ЈА), v— —— i+2j—k), B= 


m 
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1 
У 


(normal principal); 


p do , :—2 a 
zt Jy: z—i=y—1 7 (tangente); 3 


E ЗАРЕ » 
E NET 122 (binormal), 5.60, z+2y=3 


(plano osculador; z=14 (plano normal); 2z—y=1 (plano rectifi- 


canto). 5.61. Z= (plano oseulador); E (plano normal); 


z=0 (plano rectificanto). 5.62. v—i, v=k, 
(tangente); =1, y=0 (normal prineipab: r=1, 
y=0 (plano osculadory; z= 1 (plano normal); 


—j, y=0, z 
=1 (binori 
1 (plano rectifi- 


canto). 5,63. Gi, 1 4, px 
x (--2j—kx = ES (una tangente; 2 д 


13 —2_—3 


(normal principal); T =: (binormal); z4-2y— 
—2—2=0 (plano osculador; 2z—g=0 (plano normal); z--2y-- 


+52—20=0 (plano rectificante). 5.64. Ke — os, о= — VŽ 


TF +! 
para t—0 к-У, = 02. вез. 22 V decine 
cM para t=0, K 2, с= 3. 5.66. котту: 
para t=1 K=0= ЕЗ . 587. Ke арр: 
para =í Kel, а= 2. 588. kE =+. 5.69. K= 

EA бу VE. 


WIR AE Pl Eg 
o=- A 5.70. 10 — 2j 4-Е, w=4t, w,—2; ws |р 


= ev= 
a 
=, m=. 5241. La reta z—y=2; z(t) ©, 
dt ° R 


e Utilicoso la fórmula de Euler ev = cos q + (son p. 5.72. La 


semicircunferencia suporior y = |/4 — 77; z' (t) = 2iett, 5.73. Una 
elipse z = 4 соз t, y = 2 son ts (t) (Belt — e-tt). 5.74. La rama 
derecha de una hipéola &—Ё = fi Z (0 = Q+ 0) — G— 
— i) e-t. 5.75. La rama «derecha» (recorrida dos veces) de la parábola 
VELLE т (1 2-48. 5.76. Un arco de la cicloido z = t — 
L sent, у cos t; z (0 = 4 — ес. 5.77. La ovolvente de una 
circunferencia а (cost + tsen 1), y = a (sen t — t cos 2); 
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z’ (1) = ateit, 5.78. La es piral logarítmica r — 0; 

entonces la fug si В = 0, el rayo р: hz (= (=+ i) х 
xe(a lt, 792, 29/ + rq”. @ Bopresénteso la ley 

P movimiento en E forma танса z = ret? y hállenso las deri- 

vadas z' y 2". Las magnitudes buscadas son coeficientes de elo e ietp, 

5.80. La velocidad v = izj'(z). e Hágase uso do la farma exponen- 

cial del número complejo: z= Reio y hállese la derivada 4222, dz 


di =E a 
6.6. „9 Seen la. la condició 


бв f (a). f (b) < 0. Definamos los núme- 
-) mediante Ja igualdad 


n = (аһ + b,)/2, 


donde ау = a, b, = b, Pa = f (ап): (ть), n 1, 2,...,у 

ЕК =" si ра<0, р (noe si ра<О, 

MTL ааа. зї pam. PTN bam si ра>0. 
Obtondremos [an, 55] © Гала, bnih п = 1, 2, ..., con la particu- 


laridad de que [4,, 54] es un segmento de aislación de la raíz, cuya 
ка оз 2 veces menor йш la del segmento inicial. En particular, 
= si f (tna) = 

xi" programa "deno Ja forma siguionto: 


SUBROUTINE FORK (Е, A, BB, N) 2AN—X 


а 


к= 0 3K=K+1 
AN IF (K.LT.N) GO TO 4 
BN=B А= АМ 
1 X = (AN + RN)/2 B= BN 
S +F (X) RETURN 
IF (S.EQ.0,) CO TO 4 4A=X 
IF (Е (AN) e S.GT.0) GO TO 2 =X 
BN = X RETURN 
GO тоз END 


El programa dado puede emplearse también para hallar la raíz 
de la ecuación / (z) = 0 en el Sogmento [a, b], tomando como valor 
de la raíz la magnitud (аһ + by)/2; en este caso el error absoluto lími- 
to es igual а (hy — айт, Б. һе 

1,6702. 6.9. ds 6823. 6.10. —2,2340, 0,3276. 6.11. 2,8931. 

6.12. —1 ‚4305, 1,296: 6.13. 2,0946. 6.14. —2,3300, 0,2016, 2,1284. 
6.15. 0,3684. 6. 28; == EN 6.17. —0,7976, 1, 4945. 6.18, 0, 2510, 
1,4934. 6.19 7549. . 1,5160. 6.21. 3, 3532. 6.22. 1,2970. 6.23. 
Д TU 2s 1,7886. 6.26. 0,6529. 6.27. 0, 0,1469. 6.28. 

1,4916. 6.30. 0,5110. 6. .31. 0,7391. 6.32, :Е0,8241. 
. 3,6926. 6.35. 1,8411. 6.36. 1,0967. 


6.38. FUNCTION CHORD (F, А, В, S, EPS) 
РА = F (A) 
ЕВ = Е (B) 
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X= A—(B— А) ж FAPB — ВА) 
Xi = X 
FX = F (X) 
IF (РА = FX.GT.0.) GO TO 2 
AX = X —(X - А)+РХДЕХ — ВА) 
FX = F (X) 
DX = 5 + ABS (X — X1) 
Xi= x 
IP (DX.GT.EPS) GO TO 1 
CHORD = X 
RETURN 
2X = X — (B -- X) » EX/(FD — FX) 
FX = F (X) 
DX = 8«ABS(X — Xf) 
мех 
IF (DX.GT.BPS) GO TO 2 
CHORD — X 
RETURN 
END 


6.39. 


rS TANGEN (F, FD, A, В, S, EPS) 
FA — F (A) 

C = A — (B — A) « FA/(F (B) — FA. 

P = FA + F (C) 

IF (P) 2, 1, 3 

TANGEN = C 

RETURN 

2X=A 

GO TO 4 


3X=B 


x — F (X)/PD (X) 
IF (S * (X1 — X)** 2.GT.EPS) GO TO 4 
TANGEN = X 


6.40. FUNCTION COMBI (F, FD, A, B, EPS) 
FA = F (A) 
FB = F (B) 
X = A — (B — A) « ЕАДЕВ — FA) 
FX = P (X) 
IF (FA + FX.GT.0) GO TO 2 
XT=A 
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1 x - (X — А) + FX/(FX — FA) 
РХ = F (X) 
XT = XT — F (ХТО (XT) 
IF (ABS (X — XT).GT.EPS) GO TO 1 
COMBI = (X + ХТ)/2. 


RETURN 
2XT—-B 
3x — (B — X) « FXAFB — FX) 


FX — F (X) 

XT — F (XTyFD (XT) 

IF (ABS (X — XT).GT.EPS) GO TO 3 
COMBI = (X -++ XTY2. 

RETURN 

END 


6.41, Respuesta al problema 6.8: 
FUNCTION F(X) 
F = X*3--2.»X —8. 
RETUAN Las respuestas a otros problemas difieren 
END en segundos operadores. 


6.42, El problema para una computadora electrónica consla do 
tres unidados de programa: función subprograma FUNCTION F (X), 
función subprograma FUNCTION CHORD (F, A, B, S, EPS) y pro- 
grama principal que para el problema 6.17 tiene la forma siguiente: 


EXTERNAL F 

ROOT1 = CHORD (F, —1, —0.5, 1.4, 0.0001) 

ROOT2 = CHORD (F, 1.2, 1.8, 3.4, 0.0001) 

WRITE (3,1) ROOTf, ROOT2 

FORMAT (*LAS RAICES DE LAS ECUACIONES', F8,4, Y”, F8.4) 
STOP 

END 


6.43. El problema para una computadora electrónica contiene 4 
unidades de programa. La respuesta al problema 6.35 tiene la forma 
siguiente: 


1) Función subprograma para 2) función subprograma para 
el cálculo de los valores de la el cálculo de Tos valores de la 


función: derivada: 
FUNCTION F (X) FUNCTION FD (X) 
F = X* 24 ALOG(X) — 4. FD = 2. + X + 1./X 
RETURN RETURN 
END END 
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3) Función subprograma рага el cálculo de la raíz, empleando el 


método de las tangentes: 


FUNCTION TANGEN (F, D, A, B, 8, EPS) 


4) programa priucipal: 
EXTERNAL F, FD 


ROOT = TANGEN (F, FD). 1., 


WRITE (3,) ROOT 
1 FORMAT ('RAIZ =”, 

STOP 

END 


F6.4) 


6.54. Véase la respuesta al problema 6. 


2., 0.3, 4E — 4) 


El programa princi- 


pal para el problema 6.35 tieno la forma siguionte: 


EXTERNAL F, FD 
ROOT = COMBI (F, FD, 1., 
WRITE (3,1) ROOT 

1 FORMAT (1211 RAÍZ =, F6.4) 
STOP 
END 


2., ТЕ — 4) 


6.45. y 6.46. e Наво uso del método de inducción matemática, 
647. f (8) = cos бу= 0,0511 + 0,0001. 6.48. In 11 — 2,3979 k 


+ 0,0003. ө Con el fin de hallar los valores de la función en los 
nüdos de interpolación, hágase uso de las ecuaciones In 9 = 2 In B 


1n 10 — In 5 + In 2, 4? = 2h24 n3, Ја 15 — ln 5 + In 8. 
ба, [20 = 1.405, 059 = 1.201. 6.50, гаво) 2092, 
$ (2,43) = 3,144. 6.51; 7 (0,83 ты, 
Рат 4) = 102048,7 (1,97) = 1.0007, 6.53. (2,79) 15453. о: 
== 0,9805. 6.54. / (23) = 0,021, ‚155. bas. do, 1,184 
1 (4,0) = 1,758. 6.56. f (0, ¿00:40 — 08990, 6-97. 
} (1025) = 0,0771, f (1,76) = 0,0128, 6.58. $ (38) (19) = 
= —0,291. 6.59. Si (0,26) = 0,25903, Si (0, 4 — 04491 0 6.60. 
Ф (0,29) = 020702 Ф (0, 58) = 0,58792. 6.62. 1,82. 6.63. 1,45. 
6.04, 2,3. 6.65. 60° 30”. 
6.60. 6.67. 


SUBROUTINE DEL (X, Y, № 
DIMENSIONI X (N), Y (N) 


SUBROUTINE DELTA (Y, N) 
DIMENSION Y (N) 


N =N—1 N2N—1 
DO 21= 1, M DO 21= 1, Ni 
A-Y() A= Y (D 


DO 1 K=1, Ni 
C=X(K)—X(K+D 

B = (Y (K) — Y (K + 1)y0 
YK)=A 


DO 1K=1, М 
B—Y(K--1—Y(K) 
Ү(К)= А 

1A=B 
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14A=B 2 YN) +A 


2Y(N)=A RETURN 
RETURN END 
END 


T El pesi de] problema 6.67 se aclara por el siguiente esquema 
N = 6): 
n 
Ya Ма 
уз Aya An Ay 
Ya Aya Aya Aya Ay AS. 
Ye Aya Aya, Aya A'ya 
Ya Ays Ауа 
AL haberae realizado los operadores del ciclo exterior, para I = 3 la 
(abla Y contendrá las magnitudes yj, Aya, Ayr, AY, A'ya, Aya, у 
finalizado todo el programa, las magnitudes yı, Ау, Aty, Ap, My 
Y 
6.68. FUNCTION POLINT (X, Y, N, KEY, ARG) 
DIMENSION X (N), Y (N) 
Ni=N-— 
IF (KEY) 4, 1. 4 
DO 31= 1, М 
А = Ү (1) 
102 к= 1, М 
В = (Y (K) — Y (K + Y(X (K) — X (K + 1) 
Y(K)=A 
А = В 
Ү (№) = А 
POLINT = Y (№ 
DO 5 К = 4, Ni 
POLINT = POLINT +» (ARG — X (N — K) + Y (N — 
— K) 
RETURN 
END 


un 


e 


6.69. 


SUBROUTINE POLIN (X, Y, N, KEY, ARG, P, E, EPS) 
DIMENSION X (N), Y (Ñ) 

NM =N— í 

IF (KEY) 4, 1, 4 

DO 31=1, М 

A= Y (1) 

DO 2 K=1, Ni 


B = {Y (K) — Y (K + 1DXX (K) — X (K 4-1) 
Y(K)—A 
2A=D 
3Y(N =A 
4P—Y(D 
EPS = 1 
DO5 1-1, Ni 
EPS = EPS + (ARG — X (D) 
5 P= P+ EPS» Y (14-4) 
EPS = EPS ж Y (N) 
EPS = ABS (EPS) 
RETURN 
END 
El polinomio de interpolación se calcula según el esquema: 
Pra (0) = (o QX N) (z — X (N — 1) + Y (N — 1) G — 
—X(N—2)4Y(N—2)..J)(—X(0) + Y (b, 
donde todas las ird entro paréntesis se calculan sucesivanten- 
te, partiendo de los paréntesis interiores. 
6.70. 
FUNCTION POLIN (X, H, Y, М, KEY, ARG) 
DIMENSION Y (N) 
M=N-— 1 
IF (KEY) 5, 1,5 
DO 3121, M 
А = Ү() 
002 К= 1, M 
B = Y (K +1) — Y (К) 
Y (K) = А 
А = В 
Y (№) = A 
Р = 1, 
ро 4123, N 
= 1—1 
F=PF «Fl 
4 Y () = Y F 
5 T= (ARG — X)/H 
POLIN = Y (N) 


° 


DO6 K=4, M 

6 POLIN = POLIN + (Y — M + K) + Y (М ~ K) 
RETURN 
END 
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6.71. El problema para una computadora electrónica debe con- 
tener dos wuidades de programa: 
a) función subprograma 


FUNCTION POLIN (X, IL, Y, N, KEY, ARG) 


b) programa principal que рага el problema 6.50 tione la forma: 
DIMENSION Y (8) 
DATA Y/1.958, 2.107, 2.268, 2.443, 2.632, 2.841, 3.071, 3.324/ 
P4 = POLIN (1.8, 0.1, Y, 8, 0,1.89) 
P2 = POLIN (1.8, 0.4, Y, 8, 1, 2.43) 
WRITE (3,1) P1, P2 
FORMAT (Р (1.89) —', F5,3', F (2.43) =", 15,3) 
STOP 
END 
6.72. a) La función subprograma: 
FUNCTION POLINT (X, Y, N, KEY, ARG) 


b) programa principal (al 6.63): 
DIMENSION; X (6), Y (6) 
DATA X/1.1, 1.2, 1.3, 4.4, 1.5, 1.6/, Y/2.431, 2.928, 3.497, 4.144, 
4.875, = 5.096/ 
XO = POLINT (Y, X, 6, 0, 4.498) 
WRITE (3,1) XO 
1 FORMAT (30X, 'F(',F3.2,") = 4.498”) 
STOP 


END 


En el acceso a la función subprograma POLINT el primer pará- 
metro es, para las designaciones cualesquiera, una tabla de los nudos 
de interpolación, y el segundo, la tabla de los valores correspondien- 
tes de la función. 

6.73. a) El subprograma: 


SUBROUTINE POLYN (X, Y, N, KEY, ARG, P, EPS) 


b) el programa principal (al 6.62): 
DIMENSION X (8), Y (8) 
DATA ХИ.5, 4.55, 1.6, 1.65, 1.7, 1.75, 1.8, 1.85/, Y/—1.125, 
—0.926, «—0.704, —0.458, —0.187, 0.109, 0.432, 0.732/ 
CALL POLYN (Y, X, 8, 0, 0.569, POLY, EPSI) 
WHITE (3,1) POLY, EPSÍ 


1 FORMAT ('F (X) = 0.509, DONDE X —', F4.2, s’ CON EXA- 
CTITUD DE HASTA”, F5.4) 
STOP * 
END 
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6.14. f' (2,03) = 1,42249, p 
1,0704, у" (1,42) = 1,1698. © 
7,34833. (6.77. f 
(1,34) = 0,1873, /' (1,65) = 0, 
6.80. F (2,5) = 


6.81. 
FUNCTION DW! (T, N) 
TN= N 
s 
рун 
p= 0. 

IF (T — 5).Е0.0.) GO TO 3 
DW1 = DW1 «(T— S) 
D=D+4/(T—S) 
8-841 


1. 


eS 
36. 
0; 


63,5, f (2,5) = 75. 


22) = 1,87640. 6.75. P (1,14) 
Г 0) = 565133, P (8,81) — 
8077, f (01,08) = 0,094. 6.7 
1. 6.79. f @) = 9, TO= 


IF(S.LE.TN) GO TO 1 
рми = рии + D 
RETURN 
2 DWi = DW! «(T 5) 
38-85-14. 
IF (S.LE.TN) CO TO 2 
RETURN 
END 


i n 
© Para wn ()= || (0—0), n=0, 4, 
k=0 


wn () 5 т, 
к=) 
w=] „ 
Mea, 
ГУ] 
6.82. 


FUNCTION DW2 (Т, N) 
TN =N 
TK = 0. 
st 
82 = 0. 
DW2 = 1. 
IF (T.EQ.0) GO TO 4 
181 = $1 + ANT — TK) 
DW2 = DW2 «(T — ТК) 
TK = TK +4. 
IF (T — TK).EQ.0) СО TO 5 
S2 = 52 + (1/Т — TK) + St. 


n 
€ Para иь (0) = || 0—0 
ke0 


2 IF (TK.LT.TN) GO 'TO 4 

2 DW2 a (T -. TN) 

3 DW2 = DW2 + 52 
RETURN 

4 TK = TK + 1. 
GO TO 1 

5 IF (T.EQ.TN) GO 
TK = TK +14. 
82 = (1./(T — TK) «S1 
GO TO 2 
END 


TO 3 


va (= (es (o Y Ey) =% eq tes (A) = 
k-0 £=0 h=0 
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h=0 


` 
1 
=20 (0 21 == 
Ral j. 


" n 
wa(-2]] e-v > 
h=0 jevai 
һау 
рага t=v, у=0, 1, ..., н 


6.83. 


FUNCTION POLIDI (X, H, Y, N, KEY, ARG) 
DIMENSION Y (N) 

M=N-1 

IF (KEY) 5, 1,5 

DO31—1, M 

A=Y(M 

DO 2 K — I, M 

В=Ү(к+1)—Ү(К) 

Y(K)=A 


F—Fe«FI 

Y (0 = Y (D/F 

T = (ARG — Хуп 

POLIDI = Y (2) 

DO 6 1=2, M 

POLIDI = POLIDI + DW1 (T, 1—1) + Y (1 + 1) 
RETURN 

END 


uo 


© 


6.84. La función-subprograma 
FUNCTION POLID2 (X, H, Y, N, KEY, ARG) 
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se diferencia del subprograma del problema 6.83 en los siguientes tres 
Operadores (quinto, euarlo y Lerecro a contar del fin): 
POLID2 = Y (n 


D0,61—3, M 
° POLID2 == POLID2 | DW2(T, I жуа |. 


6.85. El problema para una computadora electrónica debe conte- 

nor tres unidades de programa: 
a) fuución-programa FUNCTION DW (T, N) 
b) función-subprograma 


FUNCTION POLIDI (X, H, Y, N, KEY, ARG) 


с) 

siguien 

DIMENSION] Y (8) 

ЮАТА} Y/1.0083, 1.1134, 1.2208, 4.331, 1.4449, 1.5634. 1.6876, 

1,8186/ 

DX1 = POLIDI (L, 0.4, Y, 80, 1.14) 

DX2 = POLIDI (1., 0.1, Y, 8, 1, 1.42) 

WRITE (3,1) DX1.DX2 


rograma principal que para el problema 6.75 tiono la forma 


1 FORMAT (VALORES DE LA DERIVADA”, F7.4, «'PARAX = 
= 1.14 Y”, F7.4, 'PARA X = 1.427) 
STOP 
END 


6.86. El problema para una computadora clectróniea debe соп- 
lener cinco unidades de programa 
Гапсіопеѕ subprogramas: 
а) FUNCTION DW1 (T, N) 
b) FUNCTION DW2 (T, N) 
e) FUNCTION POLIDI (X, H, Y, N, KEY, ARG) 
d) FUNCTION POLID2(X, H, Y, N, KEY, ARG) 
о) pro; 
siguiente: 
DIMENSION Y (6) 
DATA ҮЛ1., 5., 21., 55., 113., 201./ 
Dí = POLIDI (. Y, 6, 0,2.) 
D2 = POLID2 (1., 1., Y, 6, 1, 2.) 
WRITE (3, 1) D4, D2 


rama principal que para el problema 6.79 tiene la forma 


1 FORMAT (PARA X = 21raDERIVADA = ^ F41,:2—DA = 
= ”, РАЛ) 
STOP 
END 
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CAPITULO 6 


CALCULO INTEGRAL DE LAS FUNCIONES 
DE UNA SOLA VARIABLE 


$ 1. Métodos principales de eálculo 
de la integral indefenida 


i. Función primitiva e integral indefenida, Una función F (х) 
ве denomina función primitiva f (z), definida en cierto conjunto X, 
si F’ (z) = f (z) para todo z € X. Si Ф (z) y F (z) son dos primitivas 
le una misma función f (z), ontonces 

O; (z) = F (z) + C, 

donde C = const. Viceversa, si F (z) es una función primitiva f (z), 
entonces {F (z) + C | C € R) es la totalidad do todas las primitivas 
suyas llamada integral indefenida do la función f (z) y denotada por el 


símbolo f (z) dz. Do oste modo, por definición 


їо а= ожо), m 


dondo 7 (z) es una de las funciones primitivas de f (т), y la constanto 
C toma valores reales, 

De acuerdo con la tradición, la апалай (1) se anota sin una de- 
signación explícita dol conjunto en el segundo miembro, os decir, en 
la forma 

лаар, 


denominándose C constante arbitraria, 
Propiedades de la integral indefenida 


ф Wa 

2 [resisto 

3. fara dre | iens, a 4-0. 
[ama] near „ш. 
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Tabla de las integrales indefenidas principales 


а 2—4). 


& T "к..." Ek de 
з. {акаа = AL EC RO aki Jodie. 
4. f son zdz=—cosz 4+ C. 
5. Jens sem ecc. 
de 
6. rro 
la 
T. киз z+ e. 
т z 
8. j su iuc. 
dz za" 
9. IE =i |g (+++) |- 
dz 1 z es 
40. j pa = асы +С (a = 0). 
2-4 
2а 


15. Tasas enc. 


10. ў ch zdz—sha--C. 


de 5 
===. 


п. | - 
18. f 


ch? 
di 
ai —cth z-- C. 


355 


Hállense las funciones primitivas de las siguientes fun- 
ciones: 
5 


14.22. 12. 405. 13.4%. 


EJ 
274 5224 (yz+1* 
14, ==. 13. E 
A 2-3. 
1.6. 1—2sen? — 1.7 УТЕ 1.8. e 
1 1 224-1 
1.9. yE 140. + 141. 


1.12. 1—8 sen? 2x cos? 2x. 
К ES Z cos-Z. — son? 5)? 

1.13. (соз 5 +2 sen y C08 — sen? -y ) x 

1.14. cos (a + х) cos (0 — z) + sen (z + z) sen (z—z). 

El proceso do búsqueda de una intogral indofenida con ayuda do 
la tabla de integrales principales y transformaciones idénticas lleva 
el nombre de integración ininodiata. 
dz 


EjEMPLO 1. Calcülese | At 


de (141—242 
a ae 

de dar _ A Иа 
ЕЕЕ Да 


Haciendo uso de Іа tabla de las integrales principales, 
hállense las siguientes integrales: 


— J гар) 
145. Y mada. 146. | у=. 147. | Иа) ра. 
Vi 


ах 


1.48. ¡Zas 1.19, ў еа. 


1.20. | егч 3cosx)dx. 1.21. j сыш 


1.22*. а) J teeda; b) th2zdz. 1.23. j=: 


(ze 


sara 4 


1.28. feta) (24-0) 42. 1.29. $ (at | oi da. 


cos? z+3cosr—2 
1.30, | SETE az, 


1.34. 2) Jeta da; b) jetz dz. 
132. [a 133, (532. 


122—7 122—8 


2. Integración por cambio de variable. Existen dos variantes de 
este. método. 
a) Método en el que una función se toma bajo el signo de la dife- 


rencial. Sea que se requiere calcular la integral j Í (2) dz. Supongamos 
quo existen las funciones derivables u == Ф (х) y g (u) tales que la 
expresión subintegral f (z) de pueda ser escrita en la forma 

J (z) dz = g (р (2) Ф (z) dz = g (u) du 
(la transformación mencionada sc donowina introducción do и = 


= q (х) bajo el signo de la diferencial). Observemos que se verifíca 
la relación 


frac аео о DSTI 


Por ello, cl cálculo de la integral {ле dz зо reduce al cálculo de 


otra integral f g (и) du (la cual puede resultar más simple que la 
iuicial) y a la sustitución wltorior de u = q (2). 

EJEMPLO 2. Calcúleso la integral í sen? z cos z dz. 

4 Tenemos: x 
f sen? г cos z dr= f son? z d (sen z) =} из ап = 


t 


sen'z 
== Q cem E e. 
Y |ва poro 
Е A 4 2041 
EyumeLo 3. Calcúleso la integral | 2 de. 


< Tenemos: 
2z+4 (dG3-2—8 (du _ 
j prem ie j +13 f wo 


= шн] араса С n | 22 + r—3 140. 99 
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La operación de introducción de la función Ф (z) bajo el signo de 
diferencial es equivalente a la sustitución de la variable z por una 
variable nueva и = q (2). 


42 
YD 
<q Realicemos el cambio de la variable según la fórmula 
и = Зх 2 É 


EsjgEMPLO 4. Calcüloso la integral $ 


Entonces, du=3 dz. es decir, deus du y 


+ c= УТС. 
u=3x+1 


j dr 21 [du T 
Ver 3m 


La transformación ejecutada es equivalente a la puesta de la función 
u = 3z + 1 bajo ol signo de diferencial. p> 


Calcúlense las integrales con ayuda de un cambio ade- 
cuado: 


1.34. ( V83Yzds. 4.35. II (8— 4 son z)!/3 cos z dz. 


1.36. а; 1.37, [EZ dx. 
dr 
138. [> 139. |... 
вес? х yi 
140. | Ear. 1л. ¡E ac. 
Vi 
142. (отаг. 448. {зе da. 
1.44. f cos (az-1-0) de. 1.45. Е (In z) E 
= de dz 
1.46. |sen y z——. 1.47. | — ———. 
pons Iz 
(de 149. 
148. | > IDE 
150. (257 dr. 1.51. [e 
m de 
152. [LEA 153. j=. 
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1.54. {к= 1.55. е 
1.56. | Pe. 1.57, j=: 

1.58. f 1.59. [E de. 
1.60. [опази йт. 1.61. |= = =. 
1.62. teas. 1.63. jen Azdz. 


allz zdz 
dz. 1.65. телу" 


(0<b<a). 


1.64. 


de 
(a— b) 33 —(a4- b) 


| 

j di zdz 
107. (тб. 168. faar 

| 


! a 
169. [E 1⁄0. j= 


1.66. 


dz. 


Hállense las inlegrales indefenidas aplicando diferentes 
procedimientos: 


РЧ 2—1 zi 
(n [FG 122. famae 


Aa ала. Pant 


[3 


j 
1.75. Га 176. | y ds. 
f 


1.78. 


1.77. 


1.78. 


аһу A 


1.79. LIE 


a 
E 
БЛ 
я 
- 
о 
e 
n 
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PA ese 
1.86. j ы: dz, 487. VVS—chzsha dz. 
1588: j; V 1—4 z Ven Is Mès’ 
1.90*. f sen? s de, 1.91*. [eost г ds. 
1.92. j E. 498. fsenacc-eos az)? de. 
son Vi € 
A a = (14-cos 277 
1.94, Tas dn 1.95. Jeena az. 


196. | E ш 1.97. {кшм de 


V 3—cost z | V cost z +Š 


1:985 E. 1.99. a 


SON Z COS ZE agyar” 
1.100. (насат, 
1.101. | tg? (az 4-0) az. 
1.102, T ctg? (z3— 8) dz. 
1.103. ferez teese zdz. 


b) Método de sustitución. Supongamos que se roquiere calcular la 
integral | f (z) dz, donde la función / (z) ostá definida en cierto con- 
janto X. Introduzcamos una nueva variable и mediante la fórmula 

z= (u): U- X, 


dondo la función q (и) es derivable en cierto conjunto {7 y r 
aplicación biunívoca do U sobre X, es decir, tiene su iuve 


u = q (z):X > U. 
Al sustituir z = q (и) en la expresión subintegral inicial, obtenemos 
f (z) dz = f (qu) y (и) du = g (u) du. 
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Luego, resulta válida la igualdad 
fre de Sy (р 00) (u) de рацо -fe ОТР 


es decir, ol cáleulo de la integral Í / (z) d» se reduce al cálculo de otra 


integral | g (u) du (la cual puede resultar más simple que la de par- 
tida) y la sustitución ulterior и = q^? (z). 
dr 

-vV de. 


4 En el caso que se considera ol Жы, de dofinición de la fun- 
ción subintegra] es X == [0, +00). Realicemos la sustitución 


= q (u) = é, u€l0, +00) 


Entonces, dz == 2u du, u = q (z) = V F, de donde 


Esnmrto 5. Caleíleso la integral f; 


1+2 utu ы, 
\ VEU dz j Eu 2 [а-а-а | Z= 
ү-н 1420) Ala (ORO, 


=2 (4-4 yn) ањ (V 244)4-C. > 


Empleando las sustituciones indicadas, hállense las in- 
tegralos: 


1.104. =(—. 
1405. f 
dr 2 
1.106. ze =ê. 
1.107. Tames z=1nt. 


Aplicando las sustituciones adecuadas, hállense las in- 
tegralos: 


1.108. IB 1)?dz, 1.109. |= a=. 
j 


24-2 
1:420; v 


dz. 1.111. 


dr 
1.112. ys 1.113. hys 
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Integración por partes. Si и (z) y v (z) son funciones dorivablos, 
so verifica la siguiente fórmula de integración por partes: 


fu ао vas. (2) 

Esta fórmula so usa en aquellos casos cuando la expresión subine 
tegral f (a dx puede ser representada en la forma u dv de modo tal que 
la integral en el segundo miembro de (2) pueda resultar más sencilla 
que la integral inicial, siempre que se clijan adecuadamento las expre- 
siones de u y dv. En este caso se dche tomar en consideración que п 
ha de reunir los factores que se simplifican en la derivación. Por 
ejomplo, si bajo el signo de integral figura el producto de un polino- 
mio por una función trigonométrica o exponencial, и debe incorporar 
el polinomio, mientras que la expresión restante debe formar parte 
de dv. La fórmula (2) puedo aplicarse más de una vez. 


Ejemplo 6. Hálese È 2 cos z de. 
< Suponemos и = zà y dy = соз z dz, En este caso du = 2x dz 
у>= | cosrdr= se supone igual a coro, 


ítivas). De acuerdo con 


en z (la constante С aq 


os decir, a título de » se toma una de las p 
la [órmula (2) se tiene 


fa cos z dz =z? sen z— f 2=senz ат. 


ATO otra vez la fórmula do integración por partes a la intogral 
quo figura en ol segundo miembro, con la particularidad de quo и 
nuevamente incorpora el polinomio (es decir, 2z). Tenemos; и = 2z, 
dv — sen z dz. De aqui 


du—2dz y v= | senzdr=—cos z. 


Aplicando la fórmula (2), obtenemos en definitiva: 
j zt созт dz= zt sen z—(—2z cos z— f (—cosz) 2z) = 
== 12 sen r- 2z cos z—2 sen z+ C. > 


Si la función subintegral contiene en calidad de factor una fun- 
ción logarítmica o trigonométrica inversa, éstas últimas deben tomarse 
por u, puesto que se simplifican como resultado de la derivación. 


EsemrLo 7. Hálloso {тага 


d: 
44 Suponemos u-1nz, tv=dr. Entonces, du= E y v= 


= [a2=x. Sustituyondo еп la fórmula (2), hallamos 


ао | Rm eec. r 
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А veces, aplicada dos veces la fórmula de integración por partes, 
aparece en el segundo miembro una expresión que contiene la inte- 
gral de partida, es decir, obtenemos una ecuación con la integral bus- 
cada a título de incógnita. 


EJEMPLO 8.Hállose | eax sen bz dz. 
44 Suponemos и = e2x, dv == sen bz dz. Entonces, du = aea de, 


v= — + cos bz. Sustituyendo en (2), tenemos 
j e^* sen bz dz = zi еох cos ha + I сах cos bz dz. 


Ahora suponomos u= еах, do==eosbzdz. Entonces, du=aetl dr, 


væ 1 sen bz 
7 y 


r x 

je son bz dz= — tea% cos bz (S5. sen i-e sen dz dz). 
b 2 

Do resultas se ha obtenido una ecuación respocto de la integral 


desconocida je sen bz аг. Resolviendo esta ocuación, hallamos 


" en Бс. 
(1+5) j езх воп ha de eos a 
o bien 


еах (a sen bz —b cos bx) 
ayi? 
Hállense las integrales aplicando la fórmula do integra- 
ción por partes: 


1.114. ў arccos z dz. 1.115. | zoos zdz. 

1а = 
1.116. [In zdz. 1417. | vi 
1.118. ( (2241) Inz dz. 1419. È z2sen2 zdz. 


fe sen bz dz — +C. > 


dz. 


1420. [atda 1421. [aser dz, 


14225. [aede 1429. [MZ az. 


zsenz 


=z dr. 
coa “2, 


1.124. | жагош хаг. 1.125. f 
1426. {ете соз Бейш. 1,427. [esee dz. 
1.128, |ln(=+V1F2) dz. 1429. [2 1n dz. 
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1130. {зб 1.434. (an 222: 3) cosz dz. 
1.132. Paz. 
Hálense Ја 


1.133. ў cos (In z) dz. 
integrales, empleando métodos diferentes: 
"dx. — 1.135. | (аташ 2) dz. 


ERE dy, 1.137. (settzdz. 


1.08. | 1.139". Tet 


1,140**, Dedüzcase la fórmula recurrente para la inte. 
de А 
gral r= ae Hállense 7, y /,. 
Hállense Jas intograles: 


ГЕТЕА јута. 14427. f 


Га 


1.143. Jzaresen sde. 1.144. ueno qu 


1445. | arctg z az, 1446. | 


1.147". j Ма ar. 


$ 2. Integración de las clases principales 
de funciones elementales 


1. Integrales elementales que contienen un trinomio de segundo 
grado. Las integrales del tipo 


f аг А Í dz 
ame Y VELIS 


se reducen a las integrales tabulares 10—14 (véase el p. 4, $ 1) for- 
mando un cuadrado perfecto cn cl trinomio de segundo grado. 


" " dr 
VgMeLo 1. Hállese n= 
< Tenemos: 
f dz -Í de tion EA 
Via V5—G+2 1⁄5 
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Las integrales de la jorma 


| тан 


so reducen a las de] tipo 


r dz 
| ah e 


formando оп el numerador la derivada 2az -]- b del trinomio do se- 
gundo grado. 


EsmmpLo 2. Hállese j 


< Гот cuanto (Srt4 244-1)! r4-2, z— Los L (баз--2у— 
g (624-2) 


4 А 
x, se Пепо 


3 
2—4 BENE TT ár dz 
j BS Eee y la pat spei) 
TTF 
1 j 
pne 2r 4 "nier m гү — 
+) ++ 


— Ly quam 2y2 
=l аА 


Las integrales del tipo 


j (uz Fa)" 


so reducen a las integrales examinadas más arriba con ayuda de la 
sustitución тает . 


de 


Esumbro З. Hálleso $ 
"ry Az 


" di 
< Suponemos z=. Entonces, de=—L 


: mo» VÉ-h-i- 
2o vi-u-s 
-V Eiza 1:45 1 y 


j 14 
zV 221 
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dt ii 
== == фен 
Ives T» aresen үз + 
1 
= —areson "үт -C= —Aarcsen PE > 


1 de a de 
м. j FÜpar—5 c 22, $ ZA 5° 
de dz 
—— 4. \-——===—= 
И Br- z? 2 j V =+ pz+q ` 


APA ' 
2.9. 15 dz. 
VA 


z dz š 
2и. a 242 | рро 


3 4z—3 z 
з. f dz. 244 in de 


A E 

de t? dr 
2.15. | ————— + „16. | ——— 
E j= = 246. j (2—1) бу——5 * 


e ta de de 
247. | ————. 248.) ———— 
е j a /1—z+2 238 j (Gz+2 V 245 ` 


2. Integración de fraceiones racionales. Las fracciones del tipo 
А z+8 


ZG E R e Fp gi Ook = 2,3, i A, B, о, 
P4 gen constantes, siondo р? — 44 < 0, llevan el nombre de fracciones 
simples. 

Las integrales de las fracciones simples de los dos primeros tipos 
se caleulan de un modo elemental, la intogración de una fracción 
simple de torcer tipo so ha examinado en el ejemplo 2. 

La integración de la fracción de cuarto tipo, después de hacer en 
el numerador una derivada del trinomio de ndo grado que figura 
en ol denominador y formado un cuadrado perfecto en dicho tringmio, 
se reduce al cálculo de las integrales 


w 1 
Газраас ауа 
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du 
bou 
La ültima integral puede calcularse segün la fórmula concurronte 
(véase el problema 1.140). 
Pm(2) _ 
Qn (2) 


con cocficiontes reales se efectúa, en el 


La integración de la fracción racional arbitraria 


A j... ++ 
bns? 3- ... biz bo 
caso general, del modo siguiente. 


4) Si m >n, es decir, si la fracción inicial 


Pm (z) 

n (z) 
se dede soparar previamente en esta fracción la parte entera, esto 
es, reprosontarla en la forma 


os Impropla, 


Pm (z) Rr (z) 
Qn @) Qa (27 
donde Mm-n (z) y R, (z) son polinomios de grados m—n 20 y r, 


В, (2) 
© g) * = 


Pm (9 so realiza 


=Mm-n (0+ 


a) 


respectivamente, además r < n, es decir, la fracción 
pia, 
La separación de.la parte entera en la fracción 
mediante la división del numerador рог el denominador. 
EJEMPLO 4. Sepáreso la parte entera de la fracción 
Pm (2) RP 
Qa) zati) ` 
44 La iracción es impropia, dado que m = 6 > п = 3. Con el 


lin de separar la parte entera escribamos ol numorador y el deno- 
minador en la forma canónica: 


~ (244) = z + 304 4 312 ++ 1, 
z (33 — 2s 1) = = — 2:3 + z, 


y, & continuación, realizando la división del primer polinomio por ol 
sogundo, obtenemos el cocionte z? -+ 221 + 6z + 10 y el resto 1/2 — 
—10z, + 1. Por consiguiente, 


4+ 1723—1024-1 
Ha ^К? КЕРЮ > 


y la separación de la parte entera queda finalizada. p> 

2. pin {nuestra la fórmula (1), la operación de separación do 
la parte entera reduce la integración de una fracción racional arbitra- 
ría a la do un polinomio y de una fracción racional propia. 
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La integración de la fracción racional propia D o, mon; 
n 

se efectú; ediante el desarrollo de Ia fracción en una suma de 'raccio- 

nes simp de los cuatro tipos mencionados más arriba, seguido de 

una integración ulterior. 

El desarrollo citado so Hova a cabo do Ja manera siguiente. Snpon- 
gamos que el denominador Q, (z) = 4,2? +... + ат + а, tiene 
Taices reales ад, +, oy cuya multiplicidad e$ s, ..., зр y pares 
complejos conjugados do las raíces fy, Bj, . . ., Bx, Ba cuya multipli- 
cidad es t, . - ., ty, respectivamente, [! +... +++... 
+... F Bü = n), ез decir, so verifica el desarrollo 


Qn (0) = an (e — )'з1... (z — @)Ч (0 + pz +a)" ... 


sos (2 + paz + a), 
donde 


m, pk y (В) (2 — BAS v= 4... h. 


Entonces, el desarrollo de fa fra иче en una suma de frac- 
n 
ciones simples tendrá por expresión 
5 1 D 

Pm) AN Lo дА) 
On (2) m ` (са) k A 

ар. Bis - cq iia сү? 

(ray y RERO CU kmr" 


yos c 


Dos £ coo 
" т 
zi рафа `7 


3 


[2] 


E 
Gh yay) * 


Los cocficientes A;, B; y C, en esto desarroilo se detorminan igualando 
entre sí los coeficientes que tienen las inismas potencias de z dol poli- 
nomio Py (z) y del que se obtiene en el numerador del segundo miem- 
bro (2) después de roducirlo a un denominador común (método de 
coeficientes indeterminados). Los eoeficientes mencionados pueden 
determinarse también suponiendo z, en la igualdad (2) o alguna otra 
equivalente, igual a los números adecuadamento elegidos (en primer 
Ingar, a los valores de las raíces reales del denominador Q, (2)). 


eee (tirti 
Foro 5. Calcúleso | Eds. 
а деч 
< La fracción NES es propia у su desarrollo on una 


suma do fracciones simples tiene la forma 
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Reduciendo el segundo miembro a un denominador común, obte- 
nemos 


ё фара (r— 1)? + Bz (z — 1) + Cr (3) 


(igualdad idéntica de los numeradoros), de donde, igualando entre sí 
os coeficientes que tienen las mismas potencias de х, tenemos 


A+B=1, —2A-B+C=4, A=4, 


y a continuación hallamos 
Por consiguiente, 


E Y CE 9 
j (Mi = (5 zT dj 


e- 


=4ln]z|—3ln (2-4 |— 


So podrían determinar los coeficientes А, B, C suponiendo en la 
identidad (3) z = 0, z = 1, y, adicionalmente, z = —1. En este 
caso, para z — 0 haliamos А ; рага х = 1 tenemos С = 9, y 
рага г = —1 se tiene 4А -+ 2B — C = 1, оз docir, В = —3. 

Al resolver el ejemplo en consideración sería mejor combinar 
ambos métodos mencionados, es decir, hallar А = 4 рага z = 0, 
С == 9 para х = 1, y determinar В a partir de la condición do igual- 
dad de los cooficientes que en (3) tienen 2°, es decir, de la igualdad 


+B=1. 


" à PA de 
Bingo б. Caleulese j FICEE 
я fracción TGHE es propia y su desarrolo en una suma 


de fracciones simples tendrá la forma 


Tonomos 
1 A (224199 Bat (4 1) 4 Cr (41) Y Det | Es. 


Suponiendo x = 0, encontramos А = 1. Igualando entre sí los coefi- 
cientes que tienen las п potencias de z, obtenemos 0 = А + B, 
9 = C, 0 — 24 -| B |- D, 0 = C + E, es decir, B= —1, € = 0 
1 y #=0. 

Por consiguiente, 


¡a lea) 


=Inj zip 404 тту + & 
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На до notarse que il desarrolo de la fracción === frae- 
ciones гар puede obtenorse también sin que se pmplee el 


método de [os cocficientes indeterminados, a saber 
1 a+ 4 2 _ 
a i ap ON 
TUPA z 4 


_ = z 
Ge CACA 
Calcúlense ү: integrales: 
211 
249. la 22 0x 


2.21. == z Ln. dz, 2.22. IHRER. 


dz, 


EET ES TE] 

2.23. [eee 2.24. Jod 
2.25. IE mI. 226. jm 

220°. jj. 228". oer 
2:29. j = B ch „= PME кте 
23. 732 тасыр dz. 

233. | £ zti dr. 234 | —Z=r- 


Calcülense pe integrales sin recurrir al método de los 
coeficientes indeterminados: 


2.359. PL. 2.869. Ех 
de 
2.37. [e 2.38". | ar 


239. | =. 240 a“ 


zz 2-2? 
эл. ао. 242. (0 dz. 


3, Integración de funciones trigonométricas e hiperbólicas. 
a) Integrales del tipo | senmz “ostiz dz. б 

Si al menos uno do los nñmeros m ó п cs entero positivo impar, 
entonces, separando de la potencia impar un factor y expresando con 
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ayuda de la fórmula sen? z + соз? т = 1 la potencia par restante en 
términos de una función complementaria, llegamos à una integral 
tabular. 


$ 
EJEMPLO, Calcúlese \ EY. uu 


Y созт 


< Tenemos: 


f 


n3 z 


[satr сова C. p 


~e 


D] 


з 


Si m y n son númoros pares no negativos, las potencias se reducen 
pasando a un argumento doble con ayuda de las fórmulas trigono- 
métricas: 
1-+cos2z 1— cos 2z 


eos? r= > , 


dr 
, Sem 


Sen z cos z = sen Lic. 


EJEMPLO 8. Calcúleso f son? z cost тат. 
< Tenomos: 


f sen? z cost z dz = j (зеп z cos z)? cos? z dr = 


de 


| sen? 2r 1-4- соз 2r 
= 1 Р 


Du 
22x dz- 
š Y son 2rdz-- 


Pw е 
+L ИРЕТИ "E 
+] son 22-00822 dz— 3 


1 z 
кз 2 E, 
+ | геп 2z a sen де =p 

Si m + n = —2k, k € М, es decir, m -+ n es un número no nega- 


tivo par y entero, entonces resulta más conveniente utilizar las susti- 
tuciones  tgx=t ó сшт= 


EJEMPLO 9. Calcülese I cos- dz. 
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< Puesto que 3 — 5 —4, el cálculo de la integral se reduco 


a la integración de las potencias de una tangente: 


$ sen!/3 x cos-!3/3 5) ig!*z е = 
созї т 


š dr 
=j ta) LR =} tgh zdigr+ 
TF 3 3 
+f UP zd pz 1да у git z+ С. e 


Para el cileulo de las integrales. del tipo | gez, [отга 


donde т = 2, 3,..., so usan las fórmulas trigonométricas 


1012-60021, clgir-cosc!z-—1. 


EJEMPLO 10. Caicülese foe = аг. 


< Tenemos: 


| elg! zdz— | ctg? z (cosec? 2— 1) dz— 


= -į илва | (coste? s—1)dr= 


= I оца. p 


En el caso general las integrales dol tipo | son"^z cos? z dz, don~ 


do m y n son números enteros, se calculan con ayuda de las fórmulas 
recurrentes, las que se doducen mediante la integración por partes. 


Вурц 11. Dedúzcoso la fórmula recurrente para | Siro 


y calcálose con su ayuda | 


cos? zc 
«4 Tenemos: 
L "m de È send х-р costa 
aha сой} J) cos ir + 


de 
senta i 
"оу + —À s LP mA z d Ta 
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sen y 


Suponemos usen z, do HE — 
КО) Bini I 


dr. Entonces, du —coszdr, v= 


4 


==> Y mediante la integración por partes, obtenemos 


Раг 1 de 
rra rr) 


o bien 


sen = 1 
Images (0р) ч 


(fórmula rocurrento). 
En particular, para k —1 tenemos 


1 =] de senz ктт bs 
sm j costa 2c cosz 
sonz , 1 


=ош hg Pliget secs] +C. de 


Calcúlenso las intograles: 
243. |senzdz. 2.44. | SZ de. 


созе z 


2.45. | cos?zdz. 2.46. | cost ES dz. 


2.47. |sen?zcos?rdz. 2.48. $ cos? zsen*z dz. 


. 2.50. E аш. 


cost т 


sen*z 


зеп! т соз? т 


. 252. | де 


сов (24$ 


ах. 2.54. 


Sen z cos T E rs 


2.55. 


TS 2.56. j (92° 5+ clat = ) dz. 


2.57. 2.58. j cos* z dx. 


ү соз 256022 ' 
зеп г 


2.59. 
V соз = 


\ 
j 
rss 
251. (сын: 
j 
j 
Io 
j 


dz. 2.60. j sen* 2z dz. 
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ч de 
26. [0262 | — 5.—— m € 
3 


2.63. IX 2.64. { cos z cos? 2z dz. 


зеп? = 


b) Para integrar los productos do los senos у cosonos de distintos 
argumentos se omplean las fórmulas trigonométricas: 


соз à cos B=- (cos (a В) cos (z+ 0), 
sen о sen ñ= cos (2 8)— cos (e4- В)), 


son a cos =+ (sen (a — B) + sen (z + ))- 


EJEMPLO 42, Hálleso j cos 9 cos 5z dz. 
+4 Tenemos: 
j cos 9: соз 5z dz == > rj (cos 4х--соз 14z) dz = 
1 1 
= son 4r- ay sen áz C. p» 


Calcúlense las integrales: 
2.65. $ sen3zcosadz. 2.66. j sen 10z sen 15z dz. 
2.67. j сов cos 3 dx. 2.68. f sen 9,098 аа. 
2.69. Í coszcos?3zdz. 2.70. | son æsen 2e son 3z dz. 
c) Las integrales del tipo 
j R'(sen z, сов z) dz, 
donde 7? (и, x) es una función racional de dos variables, se reducen а 


las integrales de la función racional de un argumento nuevo t median- 


te la sustitución 185 = t. En este caso sc emplean Jas fórmulas 
3 р! 


VU 2t cos i-e" di= 2dt 
eta =, kar NU 
374 


dr 


EJEMPLO ú —— LF 
E 13. Calcúlose f ER 5- 


4 Suponemos ut. Entonces 


j dz =f dt - 
{соз z-pBsonz- S a == T ES) 


di dt 2 
— eni fe 


3 


Si sen z y cos z figuran bajo el signo do intogral sólo en potencias 
pares, será más cómodo utilizar la sustitución tg z = t. 


EJEMPLO 44, Caloúlese | 


< Al dividir el numerador y el denominador por cos! z y hacer 
uso de la sustitución tg z = t, obtendremos: 


a 0 digz -j dro 
1—8snmiz ^) Ггц: j) T—4 


a 14-22 " cw 142tgx 
=" | 1—21 [+ iz 


+c. 


Calcúlense las integrales: 
a 272 o 


3с03=+2` 3—2senz--cosz * 


зеп = dz 
2.78*. er r 2.74. asserens s 


2.75. II sz 


TTUIZSITIZTSSƏ 
2.76. e az. 2.77. f =“. 
2.78*. VI 
2.79. E as. 


de 
280. pia 


875 


d) La integración do las funciones hiperbólicas se realiza igual 
que la de las funciones trigonomótricas, соп la partieularidad de que 
se emplean las siguientes fórmulas: 


chts—shhz—1i, rr, 


eh zo (ch 224 0), эһ а (ch 22— 1), 
1—4? х= sch? z, 1—cth? z —csch? z, 
Caleülense las integrales: 
281. | еЗ. 2,82, { sh? 2e dz. 


2.83, [sia ché az, 2.84, ID 


dz Idz 
285 [dz 2869. | б ы. 


28r. [E 288 [VrH az. 
289. fothtzde. 2.90. | thtzdz. 


4. Integración de ciertas funciones irracionales. a) Las integra 
les dol tipo 


= me 
аын) "e, quse. as 


donde А (=, y, z, ...) es una Iuneión racional de sus argumentos y 
тү, пу, ту, na, san números enteros, se calenlan con ayuda de lu 


а= 


d =4*, donde s es el denominador común para las 


sustitución 


т m 
fracciones =L, Me 
m? m 


EJEMPLO 15, Calcülese í а= 


1203—10) IPS 
< Hagamos una sustitución z--3— 1. Entonces, dz —At? dt, y, por 
tanto, 


di--4(t--1n|t—1])2-C = 
AI IAN AO. > 
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Hállense las integrales: 


2.91. av 2.92, IE 


2.93. 2.94. j 


25. | V Ж. 2 (4 


2—1 (2—1) (z—1) = ` 
de (1 z—1 
a 2 [Vas 


b) El cálculo de las integrales del tipo 
IE (z, V az? F bz o) de, 


donde Л es una función racional de dos argumentos, se realiza con 
ayuda de sustituciones trigonométricas de la manera siguiente. For- 
mando un cuadrado perfecto сп el trinomio do segundo grado y reali- 


b 
PE la integral 


zando, a continuación, el camhio de variable u = z -! 
do partida se roduce а la integral de uno de los tres tipos siguientes: 


1) ўво, YPZ du, 
2) f R(u, VEF u du, 
3) ўл (u, Y EE) du. 
Las últimas integrales so reducen a las integrales del tipo j H (aon t 


cos t) dt, o bion fa (sh £, ch t) de por medio do las sustiluciones tri- 


gonométrica o hiperbólica 

1) lsmntóu 
14010 
3) u = sec t ó u 


t 
ПЕ £, 
1 ch t, respectivamente. 


Елвмрго 16. Caleúleso j 


44 Formando un cnadrado perfecto en el (rinomio de segundo 
grado, tenemos 


[ dz e ls a “юй 
¡vez ДЕН ', donde u—z42. 
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Realizando la sustitución и = У 31g 1, аа З 
= V 3sec t, obtenoraos: 


— 1⁄3 


1 - 
d= gw 


Vetit 0) cotty Sami 
=+ sontet ME a +0 o» 


3 үш+З 3 V=+4r+7 
EJEMPLO (7, Calcálese jvzz2a. 


44 Realizamos la sustitución z-achi. Entonces, dz--ashtdt' 
VIa =a sh t, y luego 


Jvz-uas-e| IE ta | eua ga 


аз | sh2t 
* (+ 


—t)+c=, 


=> (sh teh 1—09+С=$ VITA 5 npe а С. » 


Calcúlenso las integrales: 


ах 
HS кый 


2,100 | —— E 
(241 (z+ V 21-1) 


2.101, [LE ae 2402. iva. 
j 


2.403. | V123 de. 2.104. | VG- 22—257 dz. 


2.105. 


© 


A v== 
¡ve 2.106. Í =— da 
2.107. [Vra 2х+104х. 2.108. $ viñas. 


2.109. Í AETR dz. 


2144, $ 


«I 2.112. Ve 1j de, 
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$ 3. Problemas mixtos de integración 


Calcúlense las integrales 
за. [xe 32. | =Z сга. 


2244 25:21 

8.3. ¡e 3.4. tr 

3.5. j Tp "ES f ys 

3.7. |== 3.8. j= ==: 
$9. [eV ай. 340. | уБ. 

3.0. руза. 342. beo 

3.13. {уг 3.14 Kasa 

345. jv 346. uum EZ s. 

зит. [49 Ide 318. | 

3.19. ToS de 3.20. vÉS 

зи. fi 3.22. | 2085 да. 

3.23. Mer de. 3.24. | =s az. 

$25. Aro 326.1 8. 

3.27. Ip 3.28. Ü = sen zeos2z de. 


P dz (dz 
3.29. j sch. 3-80: јат ias 
as P chi 
3.31. (ага. 3.32. {=== 
3.33, | 3e 3,34. | sont (n 2) dz, 


dz. 
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335. [aede 336. {ле “ds. 


| __ехат 2-7 
3.37. (ар. 338. [Gas 
3.39. | емсе дз, 3.40. (VE ar. 


4 y асса Hu arcsen e* 
341, | a= ттк 3.42. GE as. 
Р amarga 

3.43. (“еше [m dz. 3.44. T) arctg z dz. 
3.45. | DE dz. 3.46. Гањ 4-29) de 
3.47. {= zV Finy Tdr. 
3.48. j In — dz. 

V 
3.49. fed + In z) dz. 


Р arctg е/2 
3.50. {тете 


$ 4. Integral definida y métodos de su cálculo 


1. Integral definida como límite de una suma integral. Si una 
función f (z) está definida E el segmento а < z< 6, y a = zy < 
<<<... < жду < z, = b es una partición arbitraria de 
este segunento en n partes (fig. 56), entonces la suma integral de la 
función / (z) on ol segmento [a, b] so denomina suma de la forma 


à 
5л= Y) (60 Arr, 
kei 


dondo тра < Ey < zm, Ату = z, — Fin k= 1, 2, 8,..., п, En 
cl lenguaje geométrico Sn ез una suma algebraica do áreas de los rec- 
tángulos de baso Az; y do altura / (Ë,)- 

Si la función f (z), definida on ol segmento [a, 0], сз tal que existe 
un límite finito de la sucesión de sumas integrales Sn, a condición 
de que la máxima do las diferencias Azp tiende a cero, con la parti- 
cularidad de que dicho límite no depende dei modo de que el segmento 
Ja, b] se divido en segmentos [z,_,, т] ni tampoco de la elección de 
los puntos Ey en los segmentos mencionados, entonces la función 
Í (z) se denomina integrable en ol segmento [а, b], mientras quo el 
propio límite lloya el nombre de Integral definida de la función f (z) 
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dentro de los límites de a hasta b y se designa medianto el símbolo 
b 


j Í (z) dz. Оо esto modo 


а 


b 
" 
dr— lü VIR à 1 
po КИРП a 


¿Una función f (z), continua on el segmento (a, b|, es integrable 
on él. 

Geométricamente la integral definida (1) represonta la suma al- 
gebraica de las áreas de las figuras limitadas por la gráfica de la fun- 
ción y = f (z), el eje Me y las rectas z = a y z = b, con la particula- 


SN 
SS 


AS 


Fig. 56 


ridad de que las áreas dispuestas por arriba del oje Oz figuran en di- 
cha suma con el signo más, y las que so disponen por debajo del ejo 
Oz, con ol signo menos. 


EJEMPLO 1, Calcülese {г dz, considerando la intogral delinida 
1 
como límito de las sumas integrales. 


1erMBTODO, Dividamos el segmento de integración [1, 2] on n par- 
tes iguales de la longitud Az = i. Los puntos de división: 


es Enea mid 
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A titulo de puntos E, olijamos, por ejemplo, los extremos izquierdos 
de сайа uno de los segmentos parciales. Entonces 


169-4 AS 
2y2 a—1y2 
=(14 +) e геа) (4242) к 
Por consiguiente, 


sepe pH d 


= (n? (nd-1* -- (n +-2)2 +... Qn — 1) = 


1 2n-i n-1 
(3 и-н). 
hai hei 
Aplicando la fórmula para la suma de los cuadrados de nümeros 
enteros 
n 
Y к= п (п-}-1) 2л-Е1) 
6 ы 
deni 
hallamos 
$ =t @а—1)2п (4а—1) _ (n—1)n(a—1) y _14n?— 94-1 
Г) 6 6 бп? * 
de donde 
2 
‚ 44п2—9п+1 xj 
ped s 


24о MÉTODO, Dividamos ol segmento |1, 2] en partes de modo tal 
que cp abscisas de los puntos do división formen una progresión goo- 
métrica; 


з=, nh 03. P e ma = qn, za = 9% = 2, 


dondo q = 2/5, El punto E, se oligirá en ol extremo izquiordo dol 
k-ésimo segmento. Entonces 


fGa)= d, Р) = @, fü) mds e 1 аа) = POD, 
An-q—1, A z = @—=@(1— 1), 
Аг; = Ф (g —1),..., Az, = qn (q — 1), 


5,— (9 — +e 0 400—0... 
a HPDE ++... 
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001-0) = (9 - 


EE Е _ E 
CUBPGTPIT ARFA 
Por consiguiente, 
2 
ut soient PAR 
] 202 т E 


Calcúlense las integrales definidas considerándolas como 
límites de las sumas integrales correspondientes: 


ó л/2 

12, ja +a)dz. 42%, ) cos z dz. 
0 [7 
10 


з 
8°, j edr., 44%. js 
ò 


2. Cálculo de las integrales elementales con ayuda dela fórmula 
de Newton-Leibniz. Si ¥ (z) es una de las primitivas de la función 
(e continua en (a, ò], resulta válida la siguiento fórmula de Newton- 

ibniz: 


b [1 
оеро |=rw-: (а). 
2 а 


e 
EJEMPLO 2, ceci) zi 
< Tenemos 

e Т 
dz dino _ а 

j zluz j nz EI 


=n (da e?) — In (la e) — In 2 z 0,69. > 


Haciendo uso de la fórmula de Newton — Leibniz, cal- 
cúlense las integrales: 
z s 
q [ dz 
45. | z dz. 40.) ==, 
) j 


^A 
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2 1 
АЛ. { баа -2z4.1)dz. 48. Tarea) de. 
t 9 
у 


8 ка 
49. (HEE а. ало. \ухт—14. 
š 


T 
n Lo 
4411. | senzdz. 4.12. { е 
л/2 -л/4% 
z 3 
4.13. {еа 444. [2*dr. 
1 0 
Н 2 
445... 446. | =. 
2 i 
1 nja 
4.17. j рш 4.18. | sen? ф dq. 


4.19. | tg*zdr. — 4.20. j shë z: dz. 
š 


4.21. 


4.23. (2213 qz, — 424. 


Ë ds ^ 
435. | Eder — 4.26, | 509002) qs. 
Ы i 
H à a2 
dz р E 
4.27. ] ттер. 428. j сов? o do; 


Р 
439. | ch?3rde. 430. | Y. 
б i 


в 
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2 
a Ө} Ее 
3⁄4 
1 E 
214-32 
а as ҮТЕ ЕУ d 
Hállense los límites de las sumas cou ayuda de las in- 
tegrales definidas: 
4.34**. mon жын Кри о ap). 
4.35. lim 3 Х 
nec 


х (14008 ¿74008232 +...+eos(n—1) 35). 


4.36. lím (иара. ey 182). 


Im ( 


Calcúlense las áreas do las figuras limitadas por líneas: 
4.37. ууа, y=0, z=2, z=3. 

4.38. у= Vz, y=0, z—1, 1-8. 

4.39. y = 6 — z — 22, y = z 4 2 

440. у=, v=2Vz. 

4.41. y=cosz, y==0, х= _. r———. 


4.42. y = &*, y = 0, z = і, z == 2. 


w 


4.43. y=2, y=0, 2=2, 2=3. 


ж 
3 
ФА, y. zy. 
3. Propiedades de la integral definida. 
b 
1) Si / (z) >0 en el segmento la, bl, entonces y (0) qz > 0 


a 
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2) Si f(z) < g (2) en lo, b}, entonces 


¡PA g (a) dr. 


b b 


3) ЕЕ ES 


a 


4) Si f (x) es continna en (a, 5], m y Af son los valores mínimo у 
máximo, respectivamente, de f (z) en la, b}, entonces 


b 
m (0—2) < f 1(2)d:< M (b-a) 


(teorema de la estimación de una integral indefenida). 
EJEMPLO 3. Estímeso la integral 


1 
A dz 
ы) vits 
4 Tenemos: 4 < 1471 < 2 para 0 < z < 1; 
TO TO 


es decir, к=з, M=1, b—a=1. Por consiguiente, ie 


ү? 
<I<1. p 
5) Si f (z) es continua y g (z) es integrable en la, 5], g (z) > 0, 
mientras quo m y M son los valores mínimo y máximo, respectiva- 
mente, de f (z) en [a, b], entonces 


А " 5 
mf eto {адам | sto ar 


(teorema generalizado"de la estimación de una integral definida). 
6) Si f (2) es continua en [a, b], existe tal punto c € (a, b) que 
зо verifica 1а igualdad 


4 (7) dz =} (c) 6—2) 


no 


(teorema del valor medio). 
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El número 


b 
от} оа 


recibe el nombro de valor medio de la función f (z) en el segmento (а, bl. 
7) Si / (2) es continua у g (т) es integrable en [а, b} y, además, 
g (z) > 0, existe un punto e € (a, b) tal que se verifica la igualdad 


b b 
( 1 (ж) к (x) dz =f (с) j g(nde 


(teorema generalizado del valor medio). 
8) Si f? (z) y g% (z) son integrables en la, b], entonces 


в AAA 
Манае а(н 
Н 


(desigualdad de Cauchy — Duniakovski). 
$) Integración de las funciones pares e impares dontro de los lí- 
a 


mites simétricos. Si una función / (z) es par, entonces {у (2) dz = 


“а 
а 


Й 

=2] 1 (а) dx. Si la función f (2) es impar, se tiene y (z) de == 0. 
š e 

10) Si la función / (z) es continua en cl segmento Ix, b], За inte- 

gral de límite superior variable 


x 
Ф (г) =) Hor 
а 
será una primitiva рага la función f (х), es decir, 


o t=( joa) =f (x) xEla, bJ. 


4 


11) Si las funciones q (z) y y (z) son derivables en el punto z € 
€ (a, b) y f (0) es continua para (p (a) < t < + (b), entonces 


EI I 
(| ушш) wn ci rene n 
«оу 
" 
Esgurto 4. 1-4 е dt. Hállese T (2). 
L] 
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< Hae. 
que 4 (0) 


iendo uso de la propiedad 11) y tomando en consideración 
- 0, es decir, q^ (z) = 0, tenemos 


L (т) = PR. (z8y = 210, > 


4.45. Determínense los signos de las integralos sin calcu- 
Jarlas: 


1 1 
a)* 1 Vide b) | edo e) | alude 
ži 173 


4.46. Sin calcular las integrales, aclárese cuál de ellas 
es mayor: 
2 


а) | S ó je b) 


a 
“le 


1 1 
c) j e сов? д х ó { ev cos? > йт. 
è j 


4.47, Hállose el valor medio de la función en el segmen- 
to dado: 

a) 22, 0< z< 1; b) cos z, 0=< z< x/2; 

c) Y z, 0< z< 1; d) соз? z, 0< z< л/2. 

4,48. La intensidad de la corriente alterna varía de acuer- 
do con la ley 7 = Г, sen (Z: + 9) , donde 7 es el perío- 


do. Hállese el valor medio de la intensidad de corriente por 
un semiciclo. 
1 


2л 
4.50. Estímeso la integral == 
¿VS F2enz 


4.51. Estímese la integral j V GE 3) 3-23) dz, 
0 


haciendo uso: 


a) del teorema generalizado de la estimación de una inte- 
gral; 
b) de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski, 
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1 
4.52. Estímese la integral f V (á 25) хт, haciendo uso: 
š 


a) del teorema generalizado de la estimación de una 
integral; 
b) desigualdad de Cauchy — Buniakovski. 


4.53. Hállense: a) jx. b) £, si 
ba 
r= | Fade (0а e p. 
i 


4.54. Hállense los puntos de extremo de la función 


x 
cost 


Ф(ж=( й (#>0,0<а< 5). 


Hállense las derivadas de las siguientes funciones: 


4.55. Ф e= | == dt. 
0 


Ys 
4.56. Ф (z) = j sen (t) dt. 
dix 
N dt 
4.57. Ф (z) — т. 
| Же] 


4.58. Ф (a) = = (z 2 0). 


4.59. Demuéstrese que 


4, Cambio de variable en la integral definida. Si la función f (z) 
es continua en el segmento (а, b|, y la función z = @ (t) es continua- 
mente derivable en el segmento |i, ta), además a = y (t), b = q (t), 


389 


enlonces 
b 


tz 
frw a= Ü нф) P (dt. 
h 


EsumvLO 5. Calcúlese —— 


Í Ды El 


VER 
4 Apliquemos la sustitución z=sen:. Enlonces dr—cos: t, 


t=zareson s, H aresen — 


= = у aresen Lp Por con- 


siguiente, 


А 
1 í cos? t des 
cost di = О Г у n 
n aja 
Hn a 
PA —sente л L 
-|———a igi— рг, 
j TERM 10 |+ 


e 


4.60. ¿So podrá calcular la integral Í zV Tdr con 


ayuda de la sustitución x= sen t? 


Caleülense las integrales con ayuda de las sustituciones 
indicadas: 
б 


4.61. sg 3z—2= E. 


In 8 


4.62. 7 ; 4+1=2, 
ve 

mao 

EVI 


4.63. I VE adde, z- shi, 


x2 
4.64. 
| 
л/а P 
4.65. | == tgr=t. 
1 
4.00. | V3 2z— de, 244 
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Calcúlense las integrales con ayuda del cambio de varia- 
ble: 
de f de 
4.67. ———. 408. | ===" 
j VIFS- V G+ 
r3 


4.70. í 23 


4.69. = 
ГЕ V Сразу 


4.71. 
4.73. 
4.75. 
4.77 
1 nm 
4.78. Muéstrese que j E= LL dz. 
ШЕ л/а 


4.79. Convénzase de que 


ETA La 
J "ECT TARA dass 0; 


5. Integración por partes, Si las funciones u = i (£) y b (2), 
al igual que sus derivadas w (x) y v (2), son continuas en el segmento 
[a, b], entonces 


b b 
А 

udvzuv| —- | v du 
la 


à a 


(lórmula de integración por partes). 


A 
EJEMPLO 6, Calcálese jm zdz. 
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< Suponenos п = ln z, do = dz, entonces aL, s==. To. 


петоз 


š А 
š de 

j Irds=zla | za jr see =e =1.» 

1 1 { T 1 


ülense las integrales empleando el método de inte- 
gración por partes: 


1 1 
4.80. {едх 4.81. | aresnz 
4.80, js dx. 48 VES 
na 4 . 
1 idis "M 
482 | xm. 43. ў Int dz, 
n6 1 
m 


4.84. | e? son &c dz. 4.85. 


1 
4,86. j: Inzdzx. 4.87. | zaretg хат. 
ò 


яд a 
4.88. { а2соѕ дг бх. 4.89, Í e* соз z dz. 
o ° 


4.90, Muéstrese que para la integral 


E a2 
Pya | sen” zdr = f cos" dx, пЄМ, 
E $ 


n= 


оз válida la fórmula recurrente /, = 5-2. Calcülen- 


n 
ве f, o lg. 
4.91. Muéstrese que para la integral 


1 
+ (ane da. nEN, 
à 
es válida la fórmula recurrente „== ——L 4 n/p Саїсй- 


lese 4. 
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$ 5. Integrales impropias 


1. Integrales con límites infinitos. Si la función / (т) es continua 
pura a <р т < -- co, entonces, por definición 
b 


ta 
| fedem lim | леа [| 


a 


Si existe un límito finito en el segundo miembro de la fórmula (1), 
la integral impropia se denomina convergente; si dicho límite no exis- 
to, la integral se llama divergente. 

Geométricamente la integral impropia (1) es, en el caso cuando 
f (z) > 0, el árca de una figura limitada por la gráfica de la función 
y = f (2), por la recta z — a y por el eje Oz (asintota). 


v 
Análogumente sc definen la integral { 142) х y la integral 


+оо b = e 
| 1O de= lim j 1@ tim Troas. [| 


Los criterios de convergencia y de divergencia so dan а conocer sólo 
pura las integrales del tipo (1) 
1) Si P (z) es una primitiva para / (z) y existe un límito finito 
lim (z) = F (+ ы entonces la integral (1) converge y es 
x 


igual a 
+e 
| f (z) dz= F (4-00) — F (ay; 


on cambio, si lím (x) no existe, la integral (1) divorge. 
x- Ree 
Eo Supongamos que para a <Ç z < -+ se tiene 0 < / (x) < g (z). 
оо +œ 


Si j g(z)dz converge, converge también í 10) dx, además 
а 5 
m +o 


E 
Í rene j g (2) de. Si [ea diverge, tambien diverge 
а а à 

же 


Í £ (z) dz (criterios de comparación). 


3) Si para «<x<-| оо, f(z) 90, g (z) >0 y existe un limite 
dex 
+0, entonces las integrales Jdr у 


a 


өй sm 40 
Боно, Шш. rH) 
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+0 
g(z)dz convergen o divergen simultáneamente (criterio limite 


а 
de comparación). 


T 3% 
4) Si converge j 16914, tambión converge { /()dz (а 
а а 
última integral en este caso se denomina absolutamente convergente). 
5. Si para z > J-00, la función ў (х) >O es un infinitésimo 
+= 


de отаси а en comparación con f/z, la integral ( Hz) dz converge 
enando 2 >1 y diverge, cuando a < 1. É 
+o 
Exewvio 4. Caleúlese È etde, 
0 


< Tenemos: 


+e b 
: 4 1 м b 
edem lim Í errar lim (ре |) = 
J hapa [ү o 
0 n 
1 


— Jim ie). > 


hoo 


]S3EMPLO 2. Analíceso la convergencia de la integral 


< Tenemos 


vz" 
+= 
, de 
La integral dada diverge, puesto que es divergente í vict 


Calcúlense las integrales impropias (o bien establézcase 
su divergencia): 


+ Dm 


Sl. 52. f 


zV nz 
m 

. 5.4. f == cosz az; 
$ 


5.9. | ж сов z dz. 
° 

Analicese la convergencia de las integrale 
+e 


dz 
5.10. | — 


JV =í 
sa. | EE HUC a 


5.12. Ц жө (НЧИ. 


"жерш. 

dis 
5.13. i mae... 

1 

Jis 
S44. [d Ls 

{ ук ++ 

> sen dae 
545. | тутт © 5.16. = 


2. Integrales de los funciones no жеме. Jacinda 1 (a) es 
continua para a < z < b, y f (b) = œ, entonces por definición 


b bay 
[reas tim í fijar. (3) 
a yo у 


Si existe un límito finito en e] segundo miembro de la fórmula (3), 
la integral impropia se denomina convergente; si este límite no existe, 
so llama divergente, 

La ins ral impropia (3) es geométricamento, 
f (z) > 0, el área de una figura limitada por la grá 
у= fe), ER Cy sss y la asíntota vertical z = b. 

La integral impropia se determina análogamente para el caso 
f (а) =. o. 


n el caso en que 
de la función 


e 
D 
= 


En el caso cuando c € (a, b) es un punto de discontinuidad y 
f (с) = оо tenemos: 


b ew b 
freas lim f f (=) dz4- lim f 16) dz. à 
à TU q ven? Ld, 


Si la primitiva F (z) do la función f (z) es continua para a < z < 
< b, entonces a las integrales (3) — (4) puede aplicarse la fórmula de 
Newton — Leibniz 

D 


$ $ (z) dz =F ()— F (а). 
a 
Los criterios de convergencia y divergencia de las integrales 
inipiopian de funciones no acotadas son semejantes a los mencionados 
on ol p. 2. 
Por lo común sirve do patrón de comparación la intogral 


b 


d: 
lau (а> 0), (5) 


la cual converge cuando а « 4, y divorgo cuando а 3» 1. 
EJEMPLO 3. Analícese la convergencia de la integral 


í dz 
J Tz’ 
1 


q Cuando £ — 1, => - L (infinitos equivalentes), puesto 
que 
t 
nz TE T m 
dici nad ы 
2—4 


ч 
Fa 
La integral |— divergo, como sucede con la intogral del tipo 
h z 
ü dz 
(5) cuando & —1. Por lo tanto, diverge también xm » 


i 

Calcülense las integrales impropias (o bien establózca- 

se su divergencia): 
1 


Za j zdz 
5.17. j ame 518. [oT 
0 


2 
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e Á 
ds, 5.20. 


Hurra 


de 


5.19. 


5:25, | E. 
g Vzla) 

Analíceso la convergencia de las integrales: 
1 cos L 1 Š 

5.26. |22 de. sm. j у i 


tga—z" 


1 3, 
528. [o 520. GUA a 
0 0 


ex—cosz ^ 
à 


5.30. j = 


5.31. Demuéstrese que рага & 2» 0 la integral de Euler 
+0 
Ta) = үкен dz que define la función gamma T (о), 


converge y establézcanso las siguientes relacionos: 
a) sia = n (un número entero), entonces Г (n + 1) = n; 
b) T (z + 1) = «Г (о) para cualquier a > 0; 


e) г(п+т)=1-3-5 +.. (2n— 1) Ya , п оз un número 
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$ 6. Aplicaciones geométricas de la integral definida 


1. Атса de una figura plana. El área de la figura limitada por la 
grálica de la [unción continua y (z) (f (z) > 0), por dos rectas 
+ == а уш = b, у ol ojo Ox, o bion el área del trapecio curvilineo limita- 
do por el arco de la gráfica de la función y = f (z), a < z « b (fig. 57), 
se calcula según la Fórmula 


b 
s=f jdr. O 
à 


rea de una бута fimitada por Jas gráficas de las funciones 
continas y = fi (2) C y= fe (2, А (0) < fa (0), y por dos rectas 


g=f (z) 
Pig. 57 Fig. 58 


а, z = b (lig. 58) se determina según la fórmula 


b 


| (s (2) — (0) dz. @ 


los problemas más simples en los cuales se emplean las fórmulas (1) 

y (2) han sido aducidos en el $ 4 (problemas 4.37 — 4.44). 
EJEMPLO 1. Hállose el área de la figura situada en el semiplano 

derecho y limitada por la circunferencia 2° + y? = 8 y la parábola 

yf = x. 

44 Hallemos los puntos do intersección de las curvas (fig. 59) 

resolviendo el sistema de ecuaciones 


+10 = 8, 
y? = 21. 


Obtendremos los puntos (2, 2) y (2, —2). Utilizando la simotría res- 
pecto del eje Oz, hallamos cl área buscada S como una suma duplicada 
de las áreas de los trapecios curvilíneos limitados por los arcos de la 


parábola y = Zr, 0 «с т < 2, y de la circunferencia y = /E= zi, 
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2 чї т < B, respectivamente: 


v8 


sb Иба | V5==3 dz) > 


i 


(И 44 ares УЕ); E 
=2 (F Hena) =n de E. > 


A veces resulta cómodo ntilizar las fórmulas, análogas a (1) y 
(2), pero respecto de la variablo y (considerando х como función de y), 
en particular, 


d 
5= | G2 %)— fi ü) ду. 9 
š 


EJEMPLO2, Hálleso el área de la figura limitada por la parábola 
(y — 2)% = z — 1, por la tangente a esta parábola on el punto de 
ordonada yy = зу po el eje Oz. 
^ «q La forma de la figura (fig. 00) no permite utilizar directamente 
las fórmulas (1) ó (2). Sín embargo, si dicha figura so considera res- 
pecto del eje Oy, podemos aplicar la fórmula (3). Así pues, sea y la 


Fig. 59 Fig. 60 


variable independionte. La ecuación de la parábola se escribirá en 
la forma z = j* — Ay + 5. 

Hallemos la ecuación dé la tangente a la parábola. Esta so oxpre- 
sa: z — zo = zé (у — бе). Pór cuanto ту = 2 (y — 2), se tiene 23 = 
= £' [yms = 2. Hallande, luego, la abscisa del punto de tangoncia 
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лу = 2, obtenemos la ecuación de la tangento 
z—2-2(y—3) о bien z = 2y — 4. 


Suponiendo en (3) / (y) = 2y — 4, fa (y) = y — 4y -+ 5, te- 
nomos: 


3 3 
s=| i-es e) a=] ore 49189 = 
0 


° 

Ч 1 3 
={ш—34ю=-р@—3*|р=%. > 

0° 


Hemos de notar que el empleo de las fórmulas (1) у (2) en 1а re- 
вонкі del ejemplo (2) exigiria el cálculo de la suma de tres inte- 
grales: 


1 2 
s= f eger) me 


5 
+Í @—Vz— paz, 
š 


Елвмьт.оз. Hálleso cl área de la figura limitada por la curva у = 
= 1/22, el eje Oz y la rocta z = 1, y situada más a la derecha de dicha 
recta, 


Fig. €1 Fig. 62 


Ф El área buscada (fig. 61) se expresa por medio de la integral 
impropia 
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Si la fignra está limitada por una curva, que se expresa por las 
ж (D, y = y (0), las rectas z Б 
а figura se calcula según la fó 


ecuaciones paramétricas z 
y el eje Ox, el área de di 


ta 


Su \ 9) = (0 = | 


à 
donde los límit 


La 


motro t de t, hasta /,, debe corres- 
ponder al recorrido del contorno 
en sentido horario). 

EJEMPLO 4. Hállese el área 
del bucle de la curva 


æ= a (È — 1), y— b (t -— б) 
(a > 0, b > 0), 


44 Malemos los puntos de 
intersección de la curva con Jos 
ejes courllenados, Tenemos: z = 0 
cuando t= +1 y=0 cuando 
t= 0, 2. Por lo tanto, 
obtenemos los puntos siguien 
(0, 35) [т t = 1; (0, —3b) para 
{= =l; (— 0) para t 
(3a, 0) рата 2 = +2. El punto ( 
ción de la curva. 1 
se liene y « 0 (Tig, 62) 

El área de la figi 
superior: 


$22 | sar ez 
Zu à 


2 


= | (42 — asa [+ = 2 


5 


El área de la figura Ji 
mua r = r (9) y por ay 
denadas polares, o bien el áre: 
arco de la gráfica de la fun 
gún la fórmula 


а, 0) es el punto de antointersec 
Ú < t < 2 se tiene y > 0; para 


tb 


te 


p (dr (у, (4 
" 


»s de integración se hallan а partir de las eenaciones 

a == z (t), b = z (ta) y (t) > 0 en el segmento l, 12). 
lórmula (4) puede emplearse también рата 

do una figura limitada por una curva cerrada (la variación del pa 


alcular el área 


LI 


2a гей йзепф 


r=2a cos 


Fig. 63 


3 «x0 


se halla como el área duplicada de хи mitad 


y (a ()dt—2 \ b (At-= 4)? a 2t dt — 
à 


al. > 


o 15 


: )Ë _ 256 


itada por la gráfica de una función conti- 
g = a, g = p, donde q y r son las coor- 
de un sector curcilineo limilado por un 
ión r = r(q), a <q < В, se calcula so- 


1 в 
5 ES rê dọ. (5) 
š 
EJEMPLO 5, Hállese el área dela Júnula limitada por los arcos de 
las circunforencias r — 2a cos q, r = За sen q, 0 < w < x2 (lig. 03). 
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26—0806 


cortan cuando q = л/4; la figura exa- 
d о ç = 1/4. Por lo tanto, 


* | (—cos2q) dq = 


RM 


1. Hállese el 

y = h y las rec r E 

6. i "i; el árca de la figuris limitada por la elipse 
m 
P wore 

бз. Mállese e 
bolas y 

6. 


área de la figura limitada por las pará- 


* y. 
.4, Hállese el área de la figura limitada por la pará- 
bola y = 2° + 2x y la recta y = z+ 2. 

6.5. llállese el área de la figura limitada por las curvas 
т es 
„6. Hállese el área de la figura limitada por las curvas 

4 

ghm2pz e t= (z— pY (p 0). 

6.7. Ylállese el área de la figura limitada por las circun- 
forencias z*-i- y? = a, a* 4 — 2ay = а? y la recta 


эк 


у = а. 

6.8. „ЛаПеѕе el área de Ја figura limilada рог las curvas 
=> у= y el eje Оу. 

6.9. Hállese el área de la figura limitada por el eje Oy, 


Ja parábola (ж — a 2р (y — b) y la Menge a ésta en cl 
punto de abscisa z = c (c > a > 0, p > 0). 
6.10. alles 81 fron de la figura limitada por las cur- 


— 3, = = 0. 
а de la figura limitada por la pará- 
y el eje Ох 
Mállese el área de la figura limitada por Ја curva 
arcsen z y las rectas z = 0, y = 3/2. 
6.13. Hállese el área de la Júnula super ior limitada por 
las circunferencias 4 у = a? y 2% + y? lay = а? 


(а > 0). 
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6.14. Hállese cl área de la figura limitada por las líneas 
(2—1) 9 -2—2yz4y-—2. 

6.15. Hállese el área de la figura limitada por la curva 
y = In z, la tangente a dicha curva en el punto z — e y el 
eje Ох. 

6.16. Hállese el área de la figura limitada por las cnr- 
vas y = In (z + 2), 212, y = 0. 

6.17. llállese el área de cada una de las dos partes en 
las que el círeulo z? + y2< 2az está dividido por la pará- 
bola y? — 202 — al. 

6.18. Hállese el área de la lúnula li 


itada por la hipér- 


bola z? — y? = а? y la parábola y? 2 ах. 
6.19. Hállese el área del segmento hiperbólico de altura 
h y base 2r (el ѕетісје real de la hipérbola es igual a a). 
6.20. Hállese el área de la figura limitada por la enrva 
aty? = y su asíntota (a > 0). 


6.21. llállese el área de la figura limitada por las líneas 
2 y = а?, (z? — а) y? = af y el eje Or (z > 0). 

6.22. Hállese el área de cada una de las dos partes en las 
que el círculo т? -|- y2< 202 está dividido por la hipérbola 
ta? — Зу? = а? 

6.23, Hállese el área del segmento eliptico de altura h 
y base 2r (el semieje mayor de la elipse es igual a a, la base 
del segmento es paralela al eje menor). 

6.24. Hállese el área de la figura limitada por las 

3 2. 

curvas y- LA > y el eje Ox (a > 0). 


6.25. Mállese el área de la figura limilada por la curva 


zi 4 
— y sus asintotas. 


6.26. Tlállese el área de la figura limitada por la astroi- 
de x = «cost, y = a sen? t. 

6.27. llállese el área del bucle de la eurva z— 
=F 161), y Ë. 

6.28. Hállese el área de la figura limitada por el arco de 
la cieloide z — 2 (t — sen t), y — 2 (1 — vos t) y el eje Ox. 

6.29. Hállese el área del bucle de la curva z — a (Ë 4- 


+ t), y = b ( — 30). 
6.30. Hállese el área del bucle de la curva x = 2/ — P 
„= 
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6.31. Hállese el área de la figura limitada por la cardioi- 
de r= a(1-| seu q). 
2, Mállese el área de un pétalo de la curva r—a sen 2 g. 
Mállese el área de Ya figura limitada por la curva 
а sen o. 

6.34. Hállese el área de la figura limitada por las cur- 
vas г = 4 Ug q sec q, г = 2a cos y el eje polar. 
Hállose el área de la figura situada en el primer 


спай 
y el eje polar, 

Hállesoel área de la figura limitada por dos espiras 
as de la espiral logarítmica r = e”, partiendo de p=0. 
7. Hállese el área de la figura limitada por las curvas 


nte y limitada рог las curvas r = a ig q. r = е 


sue 


r 2 cos r= 1 (r>1). 
6.38. Mállese cl área de la figura limitada por las cnr- 
vas r = а cos Sp. 


6.39. Mállese el área de la figura limilada por la lemnis- 
cala de Bernoulli r* == a? sen 2g. 

6.40. Hállese el área de al figura limitada por la cireun- 
ferencia r = V 3 sen q y la cardioide r = 1 — cos q (fuera 
de la cardioide). 


2.2. Longitud del arco de una eurva, Si una curva suave viene dada 
por la ecu y — f (e), entonces la longitud Z de sú arco es 


" 
= j y Gg as, 


4 
donde a y b son abseisas de los extremos del arco. 


Si la enrva está definida mediante las ecuaciones paramétricas 
ze- alt y - 4 (0) (< 1 <t), entonces 


t 
= \ И op a. 


" 


De un modo análogo se expresa la longitud del arco de uua curva espa- 
cial definida por las ecuaciones paramótricas z == c (f), y — y (0, 
s= s(ñ. h«&t«t 


ta 
i] V Gp FEN di. 
ir 
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En el caso en que se da la ecu 


ión polar de una curva suave r = r (9). 
a < p < B, se tiene 


B 
i2) V FRE dq. 
š 


EJEMPLO 6, Hállese la longitud del arco de la parábola sem: 
y = æ, desde el origen de coordenadas hasta cl punto (4, 8). 
< Tenemos: 


s= =a, yen. 


us] ydp RR p ax 


EsempLo 7. Hállese la longitud de la astroide z — и cos? f, y = 
= asen? t, 
< Tenemos 


z(== — За cos? tsent, уу = За senti cost, 


ni2 


f Y 9a? Cos! t sen? t- 9a? sent t cos? t dt == 
ò 


sont, јл/2 
2р. x 


"2 
E j sen t cos tdt —3a- 
0 


de donde 1=6a. > 


EJEMPLOS. Mállese 
< Tenemos: 


а longitud de la cardioidle r — a (1 — cos q). 


raseng 
E 
1 l ——— 
Tj V 43 (1— cos q): + a? sen? q dip — 
ò 
8 š 
- af VITZ cosy) dy — 2и | son L dip = 4n, 


0 " 
de donde 


Ва. > 


6.41. Hállese la longitud del arco de la parábola y = a? 
desde х = 0 hasta ш = 1. 


6.42. Hállese la longitud del arco de la curva у= 

1 EE # 
=3 (3—2) Vz entre los puntos de su intersección con el 
eje Oz. 
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6.43. Hállese la longitud del arco de la parábola semi- 


cúbica y? == j (e — p), situado dentro de la parábola 
y? = 2pr. 
6.44. Mállese А longitud del arco de Та curva y = 
= а ln (a — e) (a > 1), situado por arriba del ojo: 0. 
Об. llállese la longitud de la curva cerrada Вау? = 


netro de la lánula formado por las 
cireunferencias z? + y! = 2ax y a? + y? = 2by (a > b > 0). 
6.47. Паско la longitud del arco de la catenaria y = 


3. 


6,48. Hállese la шша del arco de la curva y- 


eh 2z comprendido entre z = y z 


3 
-owIgnsen-y- deso z— hasta s= 3 
6.49. ТТ la йш del arco de n parábola semicü- 


bica y? = 5L D) que se obtiene al cortar la parábola 
por Га recta a 


P 
2p. 
6.50. Hállese la longitud del arco de la curva w = 


= a (3 cos £ — cos 30), y = a (3 sen ¿ — sen 30) comprendi- 
л 


do ене = 0 y 2 = m. 
6.51. Mállese la longitud del arco de la curva x — e'cos t, 
ef son t, desde t — 0 hasta £ =: 1 

2. Mállese la Jongitud del bucle de la curva < 22, 
r= (6-2 


6.53. Hállese la longitud def arco de la curva z— 


n 

T’ 
e de m N 

y 123 entre los puntos de su intersección con los ejes 


de coordenadas. 
6.54. Hállese ДА „иша del-bu 


= a (P +1) y = 3) 

6.55. Hállese en Ja cicloide z — a (£— sen t), у= 
= a (t — eos t) un punto que divide Ja longitud de la pri- 
mera onda de la cicloide citada en razón 1 : 3 (a partir del 
origen de coordena Й 

6.56. Hállese la longitud del arco de la espiral logarít- 
mica r= e%@ que se encuentra dentro de Ja cireunferencia 


Km 


le de la curva 2 = 
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6.57. Hállese la longitud del arco de la cardioide г = 
= 2 (1 — eos g) que se encuentra dentro de la un[eren- 
cia r — 1. 


6.58.*. Hállese la longitud total de la curva r -= п cos i. 


6.59. Hállese la longitud del arco de la espiral de Arquí- 
medes r = 5q, que se encuentra dentro de la circunferencia 
г = 10л. 


6.60. Háliese la longitud total de la curva r = a sent. 

Hállense las longitudes de los arcos de las curvas espa- 
ciales: 

6.61. z -al, y—-a(t t56) „5-а (: 
t=0 hasta (V. 

6.62. x = et cos t, y = el sen t, 2 = el entre los planos 


=0yz TE 
6.63. Ay, 92? — 162y entre los planos Üyz 


6.64. aV t cos t, y = aV t sen £, 2 — ul, desde 1 


hasta £ 7 arbitrario. 
6.65. c t — sen l, y—d—cost, z 4 cos entre dos 


puntos de intersección de la eurva con el plano Ouz. 


ias esde 
58) desde 


3. Area de una superficie de revolución. El área de una super- 
ficio formada por la revolución, alrededor del eje Oe del arco de 
curva definida por la función y -= f (0). < +£ < b, se calcula sogin 
la Fórmula 


, 
9.228 | 1 V TT E GP de. 
š 


Si el arco. viene dado por las ecuaciones paramétricas < < 2 (0, 
y= y l), t, 451 < t,. entonces 


Qs =2л { sO V (IQ TG (OY n. 
A 


Si el arco está definido en coordenadas polares r r (q). % < 
< ç < B. entonces 


[4 
Qx j rsen p Y r4-(t dy 
а 
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Si al arco de una curva gira alrededor de un eje arbitrario, el 
área de la superficie de revolución se expresa mediante la integral 


eun Ra, 
А 


desde el punto en la curva hasta el eje de revo- 
1 del arco. A у B, los límites de integración 
pondientes a los extremos del arco. En esto caso Л y dl deben ser 
sadas en términos de la variable de integración. 

EjgMpuo 9, Hállese el área de Ja superficie formada por la revolu- 
ción de la astroide 228 -+ ¡2 = a?? en torno al eje Or. 

< Tenemos: 


donde R es la distanci: 


у = (a8 — za san, 


(и) 


_ r eye POE ai 
GER OU ZEE * 


7—39 ETT 

Por consiguiente, 
а 

Qs 2-22 fær- 


— nan | (an — дї/зүз/® p Mh фә ы. 


0 


1⁄9. 
бла. 


EJEMPLO 10. Etütlexeel área de una superficie formada por Ja revo- 
lneión de nna onda de da cicloide z = а (t — sen t), y == a (1 — cos 2) 
alrededor del eje Ox. 

memos: 


r¡=a(i—eost), yj=asent, 


/ à? (1— cos t)* T- a? sen? t= 


V Gon 
а VIUS Eos = 2a sen Z ë 


De aqui 


эл 


Q.— ET а (1 cos D-Ze s 


D 


£ 1 
qute sen? т di- 
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cosa 
= —I6nat dde) 
2 3 


EJEMPLO 41. Hállese el área de una superficie forn 
revolución de Ja cardioide r — 2a (1 -|- cos q) en tomo al 
< Tenemos 


r’ = —2a sen p, 
VFP = V aš (1 + cos p) + Au? sen? q = 4a vos + " 
y, luego, 
x 
Qx = 2л j 2a (1+: os q) sen p-4a cos -у-Фр= 
0 
a 
= bána? | cos S sen + dip 128 nao» 
0 


6.66. Hállese el área de la superficie (llamada catenoide) 
engendrada por al revolución del arco de la catenaria y = 
=+ ch 2z, Os z <ç 3, en torno al eje Or. 

6.67. Hállese el área de la superficie del elipsoide formado 
por la revolución de Ja elipse 42° + y? — 4 en torno al: 
а) oje Oz; b) eje Oy. 

6.68. Hállese el área de la superficie formada por la 
revolución alrededor de] eje Ox del arco de la enrva y — + P 


comprendido entre z = —1 y z = 1. 

6.69. Hállese el área de la superficie formada por la 
revolución alrededor del eje Oz del arco de la curva y = 
= 1 Vx (z — 12) entre los puntos de intersección de la curva 


citada con el eje Ox. 

6.70. Hállese el área de una superficie engendrada por 
la revolución en torno al eje Oy dol arco do la parábola semi- 
cúbica 9ay? = 42? que se obtiene al cortar la curva por la 
recta z = u. 

6.71. Hállese el área de la superficie formada por la re- 
volución del bucle de la curva Jay? = z (3a — т)? en torno 
al: a) eje Oz; b) eje Oy. 
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6.72. llállese el área de la superficie formada por la ro- 
volución del arco de la curva у = е2, 0< т< + co, 
alrededor dol eje Oz. 

6.73. Hállese el área de la superficie formada por la re- 
volución del arco de la curva z = а (3 cos t cos 3t), 
y = а (3 sen t — sen 3t), OS t< 1/2, alrededor del: a) eje 

у; h) eje Oy. 
6.74. Hállese el área de la superficie formada por la 


revolución del bucle de la curva z = a ( + 1), y = ETC - 


— i?) en torno al eje Or. 

6,75. Hállese el área de la superficie engendrada por la 
revolución de una onda de la cicloide z = а (t — sen £t), 
y = a (1 — cos t) alrededor de su eje de simetría. 

6.76. Hállese el área de la superficie formada por la 
rovolución del arco de la ovolvente de la circunferencia z = 
== а (1 sen Ly cos t), y =a (sen t — t cos t), OS t< x, al- 
rededor del eje Or. 

6.77. Hállese el área de la superficie formada por la re- 
volución de la circunferencia r = 2a sen q en torno al eje 

olar. 

6.78. Hállese el área de la superficic formada por la re- 
volución de la cardioide r = a (1 + eos q) en torno a la 
tangente en su vérlice (2a, 0). 

6.79. Demuéstrese que el área de la superficie formada 
por la revolución de la lemniscata 7? = a? sen 2ф cn torno 
al eje polar св igual al área de la superficie de una esfera de 
radio a. 

6.80. Hállese el área de Ja superficie formada por la re- 


Ж л 
volución del arco de la curva r = a sec? $, SPST: оп 
torno al eje polar. 


4. Volumen de un cuer ol área Š (z) de la sección de un 
cuerpo por el plano perpendicular al eje Oz es una función continua 
en el segmento la, bl, el volumen del cuerpo se calculará según la 
fórmula 


H 
va seas. (6) 


EsembPLo 12. EI plano de un triángulo isósceles se mueve perpon- 
dicularmente al diámetro fijo de un círculo de radio а, La base del 
triángulo es la cuorda de dicho círculo, mientras que el vértico está 
situado en una recla paralela al diómetro fijo а la distancia h del 
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plano del circulo. Háilese el volumen del enerpo engendrado por el 
movimiento del plano del triángulo desde un extremo del diámetro 
hasta el otro. 
Al elegir el sistema de coordenad: 
renlo esté en el origen de coordena: 
en el eje Ог, oblendremos la ecuación de 
а pon 
La sección del cuerpo por un plano perpendicular al eje Oves un 
triángulo isósceles de hase 2y — 2 25 — aZ y altura #. Tenemos: 


de modo tal que el centro 
Tir. 64) y el diámetro fijo, 
cireunlerencia en la forma 


{ ааа). 
V=h } va 2 { 3 
s =a 0 
„їз к= А. хүн „а 1 
=җ( = V ETR fp uresen = Ji zm = qp nah. e 


La expresión para la función Š (z) se obtiene de uva manera bas- 
tante simple en el los cuerpos de revolüción. Asi, por ejemplo, 
si un trapecio curvilíneo, limitado por la curva y M asr«b, 
gira alrededor del eje Oz o del eje Oy, los volúmenes do los cuorpos de 
revolución se caleulan respeetivamente conforme а las fórmulas: 


b 
Ух=л j P) dz, G) 

b A 
ya | «юа, а 60, (m 


limitado por la eura ко r (a) y los 
rededor del eje polar, el volumen. del 


13 sen q di. 


lo. realiza de uu modo 
s [ácil con ayuda de las integrales múltiples. Por esta razón 
aremos aquí sólo a problemas simples. 

EMPLO 13. Una figura, limitada por las curvas y = 1/2px 


E] cálculo de los volúmenes de los cuerpo 
mucho n 


o y => (z — РӘ, gira alrededor del eje Oz. Tállese el volumen 


р 
del cuerpo de revolución (fig. 65). 
< lallemos los puntos de intersección de las curvas: 


P 2 
Vez y 


-—(r—p o bin 2p%r=4(2— p)% 
P 
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es evidente que la ecuación queda satisfecha por el valor de z — 2p, 
y en este caso у = 2p, es decir Lenemos un punto de intersección 
(2p, 2p). El volumen buscado es una diforoncia entro los volúmenes: 


Vig. 64 Fig, 65 


el volumen V; obtenido medianto la revolución del trapecio curvilineo 


limitado por la parábola y = Y Zpz (0 < x < 2p) y el volumon Va, 
obtenido mediante la revolución del Lrapocio curvilineo limitado por 


) 
la parábola somicúbica y- 20е — ра (рст < 2p). 
p 
Hacienda uso de la Fórmula (7), obtenemos: 
зр 2р 
Vga Y Y, а ул j PTS 
P 


zi 


zin —— 


° Am 


o 7 


EjgMrro 14. La figura, limitada por la curva z = a cost, y = 
= a son 21 (0 < t< 0/2) y el eje Oz, gira alrededor del eje 

Hállese cl volumen del cuerpo de revolución. 

44 Es obvio que 0 < z «a y 0 < v < z, así como que y = 0 
cuando 0 y t 12, es decir, la figura en consideración es un tra- 
pecio curvilíneo, Luego, z = а рага t= 0, y z == 0 para ¢ = д/2. 
Por com iente, el volumen que se busca se expresa mediante la lór- 
mula (8). Tenemos: 


a n 
у, n| (0 y(9=2n | а cos t- sen 2t (—a sen t) dt = 
h E 
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м2 a 72 
= =a" j sent 2t dt E j (1— cos 4t) di = 
D 


лаз 1 ku? _ neat 
y (:— i smse) > 


EJEMPLO 45. La cardioide r = о (1 — cos q) gira alrededor del 
eje polar. Hállese el volumen del cuerpo de revolución. 
x 
2 3 
тя f a? (1 — cos q)? sen Q dp = 
0 


< 


— 2 pa A= cos [nio B us 
2 cm ge 


6.81. Sobre una cuerda de la astroide z = a cos? t, 
y = а sen? t, paralela al eje Oz, se ha construido un cuadra- 
do cuyo lado es igual a la longitud de la cuerda, mientras que 
el plano del cuadrado es perpendicular al plano Oxy. Hállese 
el volumen del cuerpo engendrado por el movimiento del 
plano del cuadrado, si la cuerda, que lo determina se despla- 
za а lo largo de la/astroido. 

6.82. Hállese el¿volumen de una cuña oblenida al cortar 
un cilindro circular recto de radio о рог el plano qne pasa 
por el diámetro de la basely quezforma el ángulo œ respecto 
al plano de la base. 

6.83. Hállese el volumen de un cuerpo engendrado por Ја 
revolución alrededor del eje Oz de la figura limitada por las 
Íneas 2y = z? y 2z 4-2y —3 = 0. 

6.84. Hállese el volumen del cuerpo engendrado por la 
revolución alrededor del eje Ox de la figura limitada por las 
líneas y = e? — 1, y=e* + 1, z = 0. 

6.85. Hállese el volumen del cuerpo engendrado por la 
revolución alrededor del eje Oy de la figura limitada por las 
líneas y = z, y = z + sen ?z (0 < z< m). 

6.86. Hállese cl volumen del cuerpo engendrado por la 
revolución alrededor del eje Oy de la figura limitada por las 


" 
lineas y = F + 2r + 2 e y = 2. 

6.87. Hállese el volumen de un cuerpo engendrado por la 
revolución del segmento parabólico de base 2a y altura A 
alrededor de la altura. 


6.88. Hállense Jos volúmenes de los cuerpos engendrados 
por la revolución de la figura limitada por la curva z = at, 
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y—alni(« 20) y los ejes coordenados en torno al: 
a) eje Oz; b) cje Oy. 

6.89. lfállese el volumen del cuerpo engendrado рог la 
revolución alrededor del eje Oz de la figura limitada por la 
curva z = а cost, y = a sen 2t y el eje Ox (0< z« a). 
6.90. Hállose el volumen del cuerpo engendrado por la re- 
volución de la astroide z = a cost, y = a sen?t alrededor 
de la recta z — a. 

6.91. Hállese el volumen del cuerpo engendrado por la 
revolución de la curva r == a sen? en torno al eje polar. 

6.92. llállese el volumen del cuerpo engendrado por la 
revolución de la lemniscata r? # cos 20р en torno al eje 
polar. 


Š$ 7. Aplicaciones de la integral definida 
a la resolución de ciertos problemas de mecánica 
y física 


asas de las curvas planas, Sí el arco 
f Ga), ат, 
cos de dicho arco 


1. Momentos y s 
de una curva viene dado mediante la ecuación y 
y tiene de (2). los momentos est 
M, у My respecto de los coordenados Or y Oy st 


b 
M. | pt) о) V UT U G) de. 


B 


r 
Му | ре) V Td OF dr; 
H 


Jos momentos de inen respecto de los mismos ejes Or y Oy 


se calculan según la 


la Ie 1 


' Й 
fórmulas 


b 
ly Veloz V 1+( G dz, 


*) En los problemas, donde la dens 
siempre que la curva es homogénea y 


ad no se especifica, se supone 
4. 
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y las coordenadas del centro PN masas Z e y, según las fármu'as 


- My md 
== tovr (Р (29) az, 


-_ My 1 q 
¡A AL ero VERE. 
e 
donde 2 es la masa del arco, es decir, 
b 
= f 06) V DFU G az, 
š 


EJEMPLO 1. Hállense fos 
inercia respecto de los ejes O. 
para O < z «1. 


< Tenemos: y =shzx, VQ =V iFa 
siguionte, 
1 


omentos estáticos y lox momentos de 
Оу del arco de la va ia 


h?z-chz. Por eon- 


‚ 
Mee фиш a+ eh 22) az= 
% 


t du à 

Teth), 
1 1 { 

Mo einn аага 


1 
A ЕТЕТ un 
ò 


1 1 
І, = С) (14-2 z) ch z dr = 
0 


à 
ЕСЕ sh? х= p: 


1 H 1 
= ЕСЕ eset =e sul, Ve - 
0 Š 


) 


£ 1 
eo 
-sbi-i (ава ави 2 (sens | eh z d. 
0 0 
—shi—2chi--2sht2-3sh 1--2ch 1. p» 
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EsumpLo 2. Hállense las coordenadas del centro de masas del arco 
de la circunferencia z = a соз ё, y = a sen t, situado en el primer 
cuadrante. 


VE = V 
De aquí obtenemos: 
an 
Misa j сох а=. 


aplicaciones res 1 con frecuencia el siguiente 
¡A DE GULDIN. El área de la superficie engendrada por la 
revolución del arco de una curva plana en torno a un eje, situado en el 
mismo plano que el arco, pero que no lo interseca, es igual al producto de 
la longitud de dicho arco por la longitud de la circunferencia descrita 
por el centro de gravedad de ésta. 

EJEMPLO 3, Hállense lus coordenadas del centro de gravedad de la 


semicireunfereneia y — Y 7 3 
< Debido n la simetría, 2 Al girar la semicireunferencia 
alrededor del ie engendra una esfera: о] йге ie de 


do la ип 
d de la semieirveunlerenci: 
$e Пепе 


ез 


esta osfora es ig Anad, у la long 
да. De acuerdo con el teorema de Guldi 


Ала? = ла.2лу. 


- 2а А В 
Пе aquí у= wu decir, el centro de masas tienen las coordena- 


das с(о, 26) > 


7.4. Hállese el momento estático de la sinusoide y = 
= sen z (0 < z < л) respecto del eje Ox. 

7.2. Hálleuse el momento estático y el momento de iner- 
cia respecto del eje Oz del arco de la curva y = e* (0 <ç zz 1). 

7.3. Hállense el momento estático y el momento de 
inercia respecto al eje Ox de uva onda de la cicloide z = 
= a (t — sen t), у = a (1 — cos t). 

7.4. Hálleuse el momento ostático y el momento de 
inercia de la semieircunferencia de radio a respecto de su 
diámetro. 
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7.5. Hállense los momentos estáticos respecto de los ejes 
Oz у Oy deljarco de la circunferencia r = 2a cos g, situado 
por arriba del eje polar. 

7.6. Hállese cl centro de gravedad del arco de la catena- 
ria y = a ch —(0 < z < a). 

7.7. Hállese el centro de gravedad del arco de la astroide 
z = а соз? t, y = asen? і, situado por arriba del eje Oz. 

7.8. Hállense las coordenadas cartesianas del centro de 
gravedad del un arco de la cardioide r = a (£ + cos q) 
(0 <ç x n). 

7.9. llaciendo uso del teorema de Guldin, hállese el cen- 
tro de gravedad del arco de la astroide z = a cos? t, у = 
= a sen? f, situado en ol primer cuadrante. 


2. Problemas físicos. En los ojemplos 4—7 que se exponen más 
abajo se dan algunas aplicaciones de la integral definida en la resolu- 
ción de problemas de física. 

EsempLo 4. La velocidad del movimiento rectilineo de un cuerpo 
se expresa mediante la fórmula v = 2t + 3£ (m/s). Hállese cl camino 
recorrido por el cuerpo duranto 5 segundos desde el comienzo de su 
movimiento. 

4 Dado que el camino recorrido por el cuerpo a la velocidad 
v (D eu nate cl intervalo de tiempo [4, i] se expresa mediante la 
integra 


te 
s= j v (t) dt, 
h 
tenomos: 
5 


з=} (214-312) dt = (2-1-1) [io (m). > 
0 


EJEMPLO 5, ¿Qué trabajo hay que realizar para elevar un cuerpo 
de masa m d la superficie de la Tierra, cuyo radio es R, a una altura h? 
A qué es igual el trabajo, si el cuorpo so aloja al i хо! 

E! trabajo de una fuerza variable f (z) que actáa a lo largo del 
eje Oz en el segmenta [2, b] se expresa mediante la integral 


b 
4- rea. 
а 


De acuerdo con la ley de la gravitación universal, la fuerza F que 
actúa sobre nn cuerpo de masa m os igual a 


mM 


P=k => 
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donde M es la masa de la Tierra, r es la distancia de la таза m desde 
centro de la Tierra, & es la constante de la gravitación universal. Por 
cuanto en la superficie de la Tierra, es decir, cuando г = R, se tiene 


р 
ЕМ = 60, razón. por la cual 


mg, podemos, рот ende, escribir mg NA De aquí hallamos 


m 
Р=т Gr % 


Por consiguiente, el trabajo buscado es igual a 


R+h R4A d — > 
dr „Ж Оу ERN d LT m m 
A | Far j melo SC = men: ( : Me metal. 
R R 


De aquí tenemos para й — оо 


lím A= mgR. > 


һо 


EJEMPLO 6. Caleúlese la energía cinética de un cono circular homo- 
géneo que gira con una velocidad angular € en torno a su eje, sí se 
conocen el radio de la base del cono R, su altura 17 y la densidad y. 

< La energía cinética de un cuerpo que gira alrededor de cierto 


eje con una volocidad angular ө es igual a ye, donde I es el momen- 


to de inercia del cuerpo respecto del eje de revolución, Tomoemos como 
masa elemoutal dm la masa de un cilindro hueco de altura h que tiene 
un radio interior г y un espesor do la pared dr (tig. 66). Entonces, 
dm = 2arhy dr (0 < т < Н). Por cuanto los vrióngulos OCD y OAB 
son somejantes, tenomos 


"Н" 


FE, es decir, А (1) + 
Por consiguiente, 
dm syl (1) rar, 
y el momonto do inercia elemental 27 es 
dl=dm-r?=20H (1-7) "er. 


De este modo, el momento de inercia de todo el cono es 


mo лүн (155 ) тасалап (EL) mar, 


0 ° 
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mientras “que Ча energía cinética del cono es igual a 


1 
Edd. m 
к= у ml Rit. pe 


EJEMPLO 7. Hálleso la fuerza de presión quo ejerco ol agua sobre 
una placa triangular vertical de base a y altura A, sumergida en el agua 
con el vértice hacia abajo, de forma que su base se encuentra en la 
superficie del agua. 

-4 Hagamos uso de la ley de Pascal, en virtud de la cual la fuerza 
do presión P que ejerce un liquido, con un peso especifico y, sobre un 


Fig. 67 


área S sumergido a una profundidad /7 es igual a 


P = yHS. 


Al introducir el sistema de coordenadas expuesto en la fig. 67, 
examinemos un área rectangular elemental que se encuentra а la pro- 
fundidad z y cuyas base y altura son b y dr, respectivamento. Do la 
semejanza de los triángulos CAB y CDE, tenemos 

b he 


Р T 
ЖУ» es decir, ъ= 770% a). 


por consiguiente 
45 b dec. (M2) de y 4p=sd4s= 5 (ha) de 
(para el agua y = 1). 


Así pues, la fuerza de presión que ejerce el agua sobre toda la 
placa es 
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7.10. La velocidad de un cuerpo lanzado hacia arriba 
verticalmente con una velocidad inicial ро, despreciando 
la resistencia del aire, es igual a p = vg — gt, donde t es el 
tiempo transcurrido y g la acoleración de la gravedad. 
¿A qué altura máxima se eleva el cuerpo? 

7.11. Un punto del eje Oz efectúa oscilaciones armónicas 
alrededor dol origen de coordenadas con una velocidad v = 
= ру cos (ot + q), donde t es el tiempo; vy, ©, Фф son unas 
constantes. Hállese la ley que siguen las oscilaciones del 
punto y el valor medio de la magnitud absolula de la veloci- 
dad durante el período de oscilaciones. 

7.12, Dos cuerpos se mueven por una misma recta: 
el primer cuorpo con una velocidad v; 31? — 4t (m/s) 
y el segundo, con una volocidad v, (t +- 8) (m/s). 
Suponiendo que en el instante inicial los cuerpos estaban 
juntos, determínese en qué momento de tiempo y a qué 
distancia, desde el comienzo del movimiento, estarán juntos 
de nuevo. 

7.13. La velocidad del movimiento de un punto v = 
= 0,1 17902: (m/s). Determínese el trayecto recorrido por 
dicho punto desde el comienzo de su movimiento hasta que 
se pare por completo (v (2,) = 0). 

7.14*. Calcúlese el trabajo necesario para estirar un 
muse en 5 em, si se sabe que la fuerza de 1 N lo estira en 

em. 

7.15. Calcúlese el trabajo necesario para amontonar la 
arena formando un cono de radio Л y altura H. El peso 
específico de la arena es y. 

7.16. Calcúlese ol trabajo necesario para sacar cl agua 
de un recipiente que tiene forma de paraboloide de revolución 
con el vértice hacía arriba. El radio de la base es R, la al- 
tura es H. 

7.17. Calcúlese el trabajo necesario para construir una 
pirámide de base cuadrada, si Н es la altura de 1а pirámide 
y a, el lado de la base. El peso específico del material es y. 

7.48. Calcúlese el trabajo necesario para sacar el agua de 
un recipiente cónico con el vértice hacia arriba. El radio de 
la base es R, la altura H. 

7.19. Calcúleso el trabajo necesario para sacar el agua 
de una cisterna limitada por las superficies: у? = 2pz, 
z = +a, 2 = p (r>0). 

7.20*. Una carga eléctrica e, concentrada en el origen 
de coordenadas repole la carga e del punto (a, 0) al punto 
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(b, 0). Determínese el trabajo A de la fuerza de repulsión F. 
¿A qué es igual el trabajo, si la carga e se aleja al infinito? 

7.21*. Un cilindro con un émbolo móvil, de volumen 
Y, = 0,2m? y presión p, = 10330 N/m?, está lleno de vapor. 
¿Cuál es el trabajo que hay que realizar para reducir el 
volumen del vapor en dos veces, si la temperatura es constan- 
te (proceso isotérmico)? 

7.22*. Determínese el trabajo que se realiza al comprimir 
adiabáticamento el aire, cuyo volumen inicial es V, = 
== Sm? y la presión p, = 10000 N/m?, hasta que se obtenga 
el volumen V, = 2m?, 

7.23. Hállese la energía cinética de una bola homogénea 
de radio R y densidad y, que gira alrededor de su diámetro 
con una velocidad angular o. 

7.24. Hállese la onergía cinética de una placa que tiene 
forma de un segmento parabólico y que gira alrededor del 
eje de la parábola con una velocidad angnlar constante c. 
La base del segmento esa, la altura h, e) espesor de la placa d, 
la donsidad del material y. 

7.25. Mállese la energía cinética de una placa triangular 
que gira alrededor de la base con una velocidad angular o. 
La base de la placa es a, la altura ñ, el espesor 1 y la den- 
sidad y. 

7.26. Hálleso la energía cinética de un cilindro circular 
homogéneo de densidad y, radio de la hase № y altura H. 
que gira alrededor de su eje con una velocidad angular w. 

7.27. Hállese la presión que ejerce el agua sobre una 
placa triangular vertical de base а y altura Л, sumergida 
en el agua de manera tal que el vértice se encuentra en la 
superificie y la base es paralela a la superficie del agua. 

7.28. El extremo de un tubo sumergido en un líquido, 
cuyo peso específico es igual a y, está cerrado con una mari- 
posa redonda. Determínese la presión sobre la mariposa, 
si su radio es Л y el centro se encuentra а Ja profundidad //. 

7.29. Hállese la fuerza con la que un líquido de peso es 

pecífico ү, prosiona contra una pared vertical que tiene 
forma de semielipse, cuyo eje mayor se encuentra on la supor- 
ficie del líquido. El cje mayor de Ja semielipse es a y el mo- 
nor, b. 
7.30. Háilese la presión de un líquido que Пепа un cilin- 
dro circular y cuyo peso específico es y, sobre las paredes 
laterales del cilindro, si el radio de la base es 7? y la altura 
es H. 
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7.34. Hállese la masa de una barra de longitud 1 = 5 m, 
si su densidad lineal varía de acuerdo con la ley y = 1 + 
+ 0,12% (kg/m), donde z es la distancia desde uno de Jos 
extremos de la barra. 

77.32%, Determínese la cantidad de calor que desprende 
una corrienteY alterna 7 = Г, cos ot durante el período 
2n/e cn un conductor eléctrico cuya resistencia es igual а R. 

7.83*. Determínese el lapso de tiempo durante el cual 
el agua que llena un recipiente cilíndrico de altura Н = 
= 20 cm y con un área de la base S = 100 cm, fluye por 
un orificio en el fondo de área S, = 1 cm?. 

7.34**. Una vez establecido el flujo laminar (de chorro) 
de un líquido a través de un tubo que tiene sección circular 
de radio a, la velocidad de la corriente v en un punto que 
se encuentra a la distancia r del eje del tubo se determina 


por medio de la fórmula v =ш@ — r°), donde p es la 


diferencia de presión en los extremos del tubo, p es el coefi- 
ciente de viscosidad, I es la longitud del tubo. Hállese el 
consumo de líquido Q, es decir, la cantidad de líquido que 
pasa a través de Ia sección transversa] del tubo en la unidad 
de tiempo. 

7.35%. ¿Con qué fuerza un semianillo de radio R y masa 
M atras un punto material т que se encuentra en su centro? 

7.36. Determínose el lapso de tiempo durante el cual el 
agua fluye de un embudo cónico, que tiene una altura 
H = 50 em, el radio de la base superior R = 5 em y el radio 
de la base inferior r = 0,2 cm 

7.37. Determínose el consumo de líquido evacuado a tra- 
vés de un vertedero de sección rectangular. La altura del ver- 
tedero es h, ol ancho a, el coeficiente de viscocidad p. 


$ 8. Integración numérica de las funciones 
de una variable 


b 
La integración numórica consiste en hallar la integral y @) ат 


D 
de una función continua f (z) rigiéndose por la fórmula de integración 
numérica 


, k 
{зде} азм! em, 
a h=1 
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donde los coeficientes 2p} son números reales у los nudos х, pertenecon 
a [a, b], k = 1, 2, ..., n. La forma de la suma 


n 
Sn (0 = Ў) anf (za) 
acl 


determina el método de integración numérica, y la diferencia 


5 
R. o2] $ (2) 4—8 (Py, 


ol error del mátodo. 
Рага el método de rectángulos 


b п 
[roam D ross e 
а h=1 
ba T h 
h= (paso do partición), z9—a—-7, тааһы Б (k=1, 
Š$ сез a: 
Рага cl método de trapecios 
b n-1 
|} ае» (LEES 160), @ 
à hat 
arrr +h (k=1, n). 
Para el método de Simpson 
b n n n-i 
иав (10410044 Y #@»ы)+2 Y тел), (9) 
а k=1 p 
hm. mama, тазаа (k=1, 2,..., 2n). 
Los segundos miembros de las fórmulas de los rectángulos (1), 
los trapecios (2) y de Simpson (3) son sumas integrales y, para h — 0, 


tienden hacia la integral dada. No obstante, para h fijo cada uno de 
ellos se diferencia de la integral correspondiente en la magnitud 7t, (f). 
De acuerdo con el error absoluto límite dado e > 0 se elige el pará- 
motro л, o bien, lo que es lo mismo, elfpaso ^, para el cual so verifica la 
desigualdad 


Ж (90 < е. 


Las magaitodes Mn ( se caractorizan (en la suposición de quo 
existen las derivadas que figuran en ellas) por las igualdades 


Ra (= ros, tela, b) para el método de rectángulos, 
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“5° Fr, Zela, b| para el método de Lrapecios, 


Rn (ђ = 


n, 0-55 [0 (n, Egla, b] para el método de Simpson. 


TEMPLO 1. Hállese In 2 соп una exactitud de hasta 10-5, 
1 


dz 
а partir de la relación. In2— j — calculando la integral por el 
9.5 
método de Simpson. 


4 Para la función subintogral (= 1 en el segmonto 


1] lenontos Most, de donde |f P (ур < 24.28, 
Ë i 


3 


б 


Considerando quo а dal, dde волава 


4n 
1 


e r 
Mn Ф < уву 26:28 (x) 4 


o bien 
1 
IR, ()| M + 


rio el cumplimiento 


ón prefijada es nt 


Para que se logro la pre 
de la desigualdad 
1 н š 405 
qx €" ^, о bien т>» 
lo que tendrá lugar рага n* > 100. Por oso, se debe elegir n = 4. 
llallando А = 6 0,0625, caleulemos los valores de la función 


ta *) 10-4, Obtendremos Ja 
j* 


25). 


con unà exactitud que supere a cien 
tabla siguiente: (véase la tabla en Ja p: 
Calculando Ja suma 


u = 015) áo, + 207 = 33,271415 


y È = 0,0208333, obtenemos ol resultado según la fórmula de Simp- 
son (8): 
< 102 = 0,6931. 
Otro método para estimar el error del método de integración 


numérica consiste en que se usa la igualdad asintótica 


b 
Sny ()—Su, (0) - 
[idem m m о (пд), 


à 
ж) Véase la Mamada de la pág. 310. 
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=0,5 JG )=2 
a, 0,5025 
z — 0,6250 
,6875 


4 (ж) =1,7777777 
10.)=1,6 


F (zs) = 1,4545454 


0,7500 
I G) = 1,3333333 
15=0,8125 


J (22) — 1,2307692 
zg = 0,8750 


J (a) == 1,1428571 


Í (za) = 1,0666666 
gd Jg) 


m-3 o 


5,5297589 «у =4 0761904 


dondo 


nik S v 42 m— 
y m = 2 para los métodos de rectángulos y trapecios, m © Á para el 
método de Simpson. El proceso de cálculo según das formulas para 
determinar las sumas S, ( " realiza ү í 

hasta que se cumpla la c 


Say (01 


Bl método citado se denomina regla de Книнџе. Como criterio de su 
aplicación sirve la relación 
Ins, ()— Sny (01 


15а, 0) — 824, (M1 


EI número À > 1. puede ser cualquiera, no obstante es yrelerible que 
sea igual a 2 ó 

EJEMPLO 2, Caleúlese empleando el método de trapecios, con ma 
exactitud de hasta 10-4 la integral 
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< Elijamos т — 10, n, = 20 у caleulemos los valores do la fun- 
ción subiutegral / (+) = y 
l 

z) > rat kh = Ë (k = 1, 2 


10 
+, 20) (véase la 


respectivamente en los nudos 


2.40) y z = ze + kh = m 


Tabla 6.1 


=n 1649) =4 


4 (212) =0,9999376 
2490,1 I 012) —0,9995004 


f (eg!) =0,9983168 


20 = 0,2 [шуу = 0,9060238 


1052) =0,9922778 
2490.3 | оршу 


=0,9867674 


f (232) =0,9792281 
aq 0,4 J (r$) —0,9604584 
f (252) —0,9573324 
20 0,5 өе?) -0,9428001 
f (213) =0,9259358 
240520,6 | j tegt) =0,9068453 
1 (2537) =0,8857451 


2j9=0,7 | f (æ) =0,8629030 
z(p—0,75 |: f Gri) =0,8386278 
30050,8 | 70007) 0, 8132501. | zP =0,8 

zx —0,85 | 7009) =0,7871027 
1090,0 | f()-0,7605057. | zi =0,9 

zp =0,95 | f (1P) =0,7337535 
zp =l Г) =1, 7071068 | z9 =1 


91=9,0916166 04 9,0982576 


НаПатоѕ primero la suma Spy = Gyr, = 0,9091610, donde 


9 
SUE f (др 1 
a = š pAn +3 fep) y b= - 
k=l 
Aplicando de nuevo la fórmula de trapecios (2), hallamos 
Sng = (01 + о,) hç = 0,9094937, 
10 


1 
donde Љу Y 9 У) 16% Q2 Do la relación 0:020, 
h=1 
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k= 0, 1, ..., 10, resulta obvio que para hallar Sp, no hace falta 
calcular de nuevo cada uno de los 21 valores de la función, sino que 
se debe afiadir а los valores hallados anteriormente, que figuran en la 
suma оү, 10 valores nuevos que forman la suma cs. Suponiendo en el 
primer miembro de la desigualdad (4) А = 2, m = 2, y tomando en 
consideración los valores de Sp, y Sug obtenemos 


5—5 
ma 


TE = (1,0004106. 
Por eso, con la exactitud de hasta 10-5 tenemos 
1 


š de 
| vus. » 


EsEMPLO 3. Fórmese en FORTRAN el programa para calcular, 


por el método de rectángulos, la integral f de » 
| уге 


« La tarea para la computadora electrónica con 
en forma de tres unidades de programa: programa principal 
subprograma que calcula los valores de la función subintegra! 
ción subprograma que realiza el cálculo de la integral por el 
de rectángulos. 

Programa principal: 


EXTERNAL É 
5 = RECT (0., 1., 11,20) 
WRITE (3, 1) S 
FORMAT (' INTEGRAL = ' F6.4) 
STOP 
END 
Función subprograma para calcular los valores de la fuación 
subintegral: 


FUNCION F (X) 

E = 4JSQRT(. +X 3) 
RETURN 

END 


Función subprograma para el cálculo de la integral definida por 
el método de roctángul 


FUNCION RECT(A, 


B, F, N) 
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RETURN > 
END 


Eu los problemas del 8.1 al 8.24 calcúlense las integrales 
definidas con una exactitud de hasta 1074, empleando uno 
de los siguientes inétodos: a) método de rectángulos, b) méto- 
do de trapecios, c) método de Simpson. 


In (5 + 4 cos z) dz. 
5 % 


849. | 2527 da. 8.20. | W cose dz. 


s 


л 4 
8.21. \ V son z sen + dz. 8.22. [amus de. 
; ) 


т 
à 


> 


0,8 
8.23. V ds. 82% | Las, 
0,4 0 


En los problemas del 8.25 al 8,28 fórmense en FORTRAN 
los subprogramas para calcular las integrales definidas, em- 
pleando los métodos indicados y eligiendo los parámetros 
nombrados, designando mediante A, B y F el origen del 
segmento de integración, el extremo del mismo y el identifi- 
cador do la función subrograma que calenla los valoros do la 
función subintegral, respectivamente. 

8.25. La función subprograma para calcular la integral 
definida por ol método de rectángulos; los parámetros son A, 
B, F, N, donde N es el número de segmentos en los que se 
divide ol segmento original [A, B]. 

8.26. La función subprograma para calcular la integral 
definida por el método de trapecios; los parámetros son 
A, В, F, N. 

8.27. La función subprograma para calcular la integral 
definida por el método de trapecios; 105 parámetros son 
A, B, F, EPS, donde EPS es el orror absoluto límite. 

8.28. La función subprograma para calcular la integral 
definida por ol método de Simpson; los parámetros son A, В, 


8.29. Fórmenso en FORTRAN las funciones subprogra- 
mas para calcular los valores de las funciones subintegrales 
en los problemas del 8.1 al 8.24. 

8.30. Fórmese en FORTRAN el programa de resolución 
do los problemas dol 8.1 al 8.24, haciendo uso de los subpro- 
gramas obtenidos en la resolución de los problemas: a) 8.26 
y 8.29; b)* 8.25 y 8.29; c) 8.28 y 8.29. 

8.31. Fórmese en FORTRAN el programa de resolución 
de los problemas 8.1—8.24, haciendo uso de los subprogramas 
obtenidos en la resolución de los problemas 8.27 y 8.29. 
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4-C. 1.130. 


T (z1n3—1)4-C. 1.131. (221—224 -1) sen z--2 (2 


—1)co8z4-C. 1.132, zlgz-pln|cosz|--C. 1.133. $ en (Inz)+ 
+Есоя (In 2)) 4-С. 1.134. а € Hágase Ia sustitu- 


az 
ción х==1® е intégrese por partes. 1.135. -15 (arctg z)1—z arctg z-|- 


arcsen z 


+ in (4-22)--C. 1.136, — 222 та 4€ 


z 
Iyi A 
1437. — z ctg z-| In|eos a FC. 1.138. = D y 


1 


+0. 1.139. relgz--C. € Póugase u=x, dv= 


-ae GE 
432 


айв ma 
= теру о natal eta e= = 
dz 1 [2 dz 2 
aes {рик de [= 
1 


z 
mara) [aqa 

+(2n—3) 3—4 ) . De aquí 1,= тет) = 0. 
1 2 ES 

dat ( (Era Кр {шау T тт 

Suponemos u= V 22а, do=dz. Entonces du— 


s= (erm + 


He агаш Ž TM > 114. 4 


dz 
Via 


х4) ауар (уяа (ке. 
VET liz V xta fvz Тайга | TE а 


aquí vsus Fad: 


Suponemos u= х, dv = 


Tenemos Í V х айту #+a— j 


FUI mlet Tal C. 1.142, 4 
xdr 


1 
Tenemos = 
Via 

2 


De aquí 


z — a T 
dz VETRA S areson Z 


j Ë= 


1.443, (Ear datus 1.144. (n (In 2) 1) x 


2% 


at 
xn z4- C. 1.145. arctg e — 5 — Ww (24-1) 4- C. 1.146. —2 X 


X V T=? oreson y 24-2 V z+ C. 1447. i Vemm arcsen LC. 
© Véase b PCIE del problema 1.141. 


24. FID 4 C. 23. ања 260 


v5 


+ ный 25. $in 


-p C. 2,3. aresen 


= 


ése. 24, lo 


ve 


2.6. LE mem Eus 23. + injet ве йр x 


x|z= |+. 2.8. 11002-32 uw 40.29. — 


22441 


MEUS +C. 2.0. енер а 


2.4. = arctg AE +€. 242. 


28—0808 433 


1+4z de TB 


ELM En 
cM eu Thx 
үз+$ _ 2 
pm +C. 248. TA z" X 
5—2--3 V 2445 2-3), 1 
" PA +C. 2.19. E 31-с. 220. — Intel 
— Ila —21- HE. misa C. 2.21. Жы el 


g z? 1 
+ quisi C. 239. + = T ww 
4 


0, : 
— gue t phiri + 21+ 6. 224. — 


+С. 2.23. — 


5 1 a Lo 
pus maya C. 2.25. Me y +С. 226. wi lu x 
nr 241 z z+1 
VA +У р чю O. 2.27. атн 
З= 
Ma us i goin] e (Eh leis 


de 
FE -aer Sa mE Luego, caleálese сту 


sogún la fórmula Pu oblenida en Pa probloma_ 1.140. 
= -4 Early єт x ә 

2.28. EI 4l In (zt - 24-1) + ттр +22 arg 

PH E А Ba C Das E 


3 +6. erat tad 
Aplicando el método к coeficientes indeterminados, obtenemos 
1 2 


тетет ўр) D $24 


calcular Мт t= EEE ү se recomienda la 
2 E 

sustitución z44=1, y emplear, ras la AER recurrente 

deducida en el problema 1.140. 2.29. 2 al +€. 2.30. 5 x 


x In|z4-1j —21n|z 
үз Pe 

| - 

FA aretg 
12 V 


2.33. E In = K z+(C. 2.34. 


e doa CEP 
шце ye 2.3. х= Н+ 


1 +C. 2.32. 


за+ә) = = T+ 
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4 1 z 1 4 (at ata? 


2.35. = gea +e. Sra: 


r—a 


230. ln = ES 


i 
ок 1 


A Gd an) — (12—02) 
(аа) a) — 2a? (z: pa?) (2° —а2) 


| E 7 LC 238 je] pd 

l = j^^ $ Z= = Lo а ¿ Ж i -— 
xn 121 ¡In (e 11), С. 2.0. qae LD |. C. 
9 Póngase 1—1. 2.41. EE - 


2.42. 1 Ја |z? q In (х®--2%-]-7 - 
1 1 -— 
JTC. 244. ттр оу © 245. 


" Зх ej " 
sen х — sen? z | ES sen? z uw) z46. 246 5L senz | 


2.43. — cos r- S € 


ү з 
snz |ы aan MA ga к _ send, 
¿E nn AA 248. qc——p-— 
sen? 22 5 2 N 1 MU 
CUR C. 249. ogro Segr i eutn] C 250. 
1 4 3 
wpaq q s pl. 25 — zii T m 
pus ap М. уруу lll nua 


Lil. 25 1 i 
Hy's CO. 2.52. — тағ uz [T 


x (m (5! ise зли, Hen Pena | 


Acta | R easi 
danda peca] LC. 


a 
шӯ 


Iu jdn [соя], 


Heeger Z 21n 


EXIT C. 237. —2 V CA 


2 аз wa 

+C, 238, sen a— seuta | BP L 259. —2 y coz + 

4 5 1 1 MUN YS 

Буро. 240, Ps, pa Re х 

X sen8z-FO, 2.01. tpe bu ur 2- C. 242. Sin ЕЕ 

; f 2 tg: 3 

à £j. kx uo vw en 

+€. 263. 3 In|te 5 x +€. 2454. sont yy sen Be 4 
" 
+ sen5z+(C. 265. — == + = +в, з. E 


28% 435 


son бт 3 


"E 
+ 10 +C. 2.7. pj oom 


SE Lasen C. 248. 2. соз 5 


seu 3 
eei] d 269, — HE EC. 2.10. — 


2 24 
V5 tez 


x 


X cos a оноро ж+ С. З. EXT 


rz = 
VS—te y 


2,72. ar "F AND . 2.73. —ty . € Multipli- 
2,72. aret (5 š i) TO. TR gar C. 9 Mulipli 
qnense por (1—- sen z) el nuinerador y el denominador de la fun- 


ción subintegral, 2.74. "zd zi mal ЙЯ ње. 2.76. —Lx 
4y7 21g2--y 7 2 
x arelg (=>) Ss 236, —-р ln (14 4 cos? а) 4- C. 


3 2ш-у—1 
277. arg Ë с. 248. 


Ami í 
хасса С. 


__ Gen.r4-4) — (sen z—1). 
шешеди 1) 5(senz-F4) (Senz—1/ 


2,79. In [sen 2— соз z| ++ C. 2.80. — 1 in 
char _ char 
$ 


Бо 2.82. с. 


L8 La " sh áe 
ЕЯ 
2. pe e Livídanse por ch?z el numerador y el 


| —2cth 2+0. 280, — x 


denominador de ia fracción subintogral. 287. —-7 —cth z+ C. 


© Multiplíquense el numerador y el denominador de la fracción 
subintegral por chz-|-J. 2.88. 2V3sh 4 C. 2.89. In |sh z|— 


a 
Bu M ond с. 290. rth EZ 


FC. 2.94. arctg 


2.92 чу} 02 S xy — 293, 21/2431 2-05 24- 
a4-3]n |44- 


4 aal 2—1|-+-С. 294. багад z--a—6 lu j 


3 TES g 32^ g 
Fiscal -E C. 295. чү V ( =i в V (== ў spen 
n 


2.96. In uua 
Y241 


рагаў z--C. 2.97. 03 3— I2aretg 3-0. 
gy z+ 
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23 


——===— E 
PVT zy ü 


_ Миа 


1 (030749) С. 2.105. 


Y 
2.406. In lep 3971] Y 

++ (к-——11- т#—2= 1-10)-_С._ 2.108. 
oA ES 


--2arcsen -|-1n (o /27375) 4- C. 


2.10. 7 HR 


2.112. + Or) аг 14h (at 722—1) C. 341. > x 


x In (2242244) | ы 


3.6. 
р Гега гаа А la 
3.7. — V 6-4 In z— In? z4-2arcsen 


2а 4- 2 + ү 


ES 


—(z.-2) i 2$—4z—5 ` 91n(s--2 i 
242 


)--C. зи. SA V a F rn | ale +24 


[PB 


+V FERAS) + 


X lIn (e24 ETA 


cos | + ё; 


г C. 348. zu — 21а > 


3.20. 2 (s) с. 32 
те + ЕЕ 


2/3 
hok iu тас C. 3.23. aresen x 
2 
LEE QUU sema -2Adn(senz--5) HC. 
Vs z 
П um z 


3.20. In tgl tg? z+ 


С. 3.26. tg Lass | жес. 


ds cusa Beos A zcos3z 
327. ЖЕТТ Беш ы > |! C. 3.28. $t 
ES - | 2007 0 Ç. 329. In [tb al- С. 3.30. arctg X 


n 3.32. 2 sh V Lp C. 
dab. cthoe—luqehz) С. ч. ши. E EBENEN кыбыз e 


ах = 
335. D 21) i С. 336. ES @ 85. EID = 


—2:pCo 339. +. 
2 атсы уе 


y Gurosen 2? 4 In jx] С. 2,42. ает 


.z2ye- 


> ureseu (e) — In (1 + YT) 1-С, z <ç n. 


) атеш» , $ (arctg ay | EXITUS т 


d 2 
year C. ЗЛ. AA oA 


" 4% 
„Зб. — S In аә) + 


"IE 
a ОВ 


0 Z< x. t. 
BAD. pu $ 2", 350. <—In(1 1 eN) — 2e7*j* arctg eX/2— 
ta es 
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һа. m. @ Divídase, cl segmento [0, 5] en т partes iguales. 


42. 1. € Divídase el segmento [o i] on n partes iguales. 


Aplíquese la fórmula: соз с + cos 2@ -+ ... -p cos na = 
ne (n--i)ol 
sen F cos мез: АЙБЫ 


E + 43.61 —1, @ Divídase ol segmento 
sen 


[0, 10] en n partos iguales. 4.4. 2/3. € Divídaso el segmento 
11, 3] on » partes de modo tal que las abscisas de los puntos de 
división formen unà progresión geométrica. 4.5. 15/4. 4.6. 92. 


47.5. 4.8, 19/15. 4.9, Sis 4.10. 45/4. — 411. 1. 442.4 
443. e*—e. АЛА. 7/n2. 445. 102,5. 4.16. (In3)/2. 4.17. 2/12. 


an 4 x ,8y3 £ 

ал8. ро GA 420, (—3 ch 24-02). 
1 4 2+ 5 „Ж 

а. q arg. 422 mL. доз, DTR 

"x g 7 : 115 7t 

4.24. ишет 425. (VO. 426. soni. 4271. +. 
2 Р" 4 1 1 2 " ЕЗ 

AM Le. 429. sh 430. ln АЗИ, ү 


Т E m 
4.32. 2— 1n 5. 4.33. x 4.34. = < La suma sap + 


E A ES 
iua nic n* Un (Ly 1+(2) 


+ vy) puode considerarse como suma integral para 


f 
la función f)=++= en el segmento (0, 1]. Por ello, lim S= 
neo 
E " 2 
cu = arctg z |i = Ao oM 94 430. 2.00983). 


II 
Б. 09 


19. зв. 25, аза. т. 440. 10. am VE. 
2 3 ^ 
ала. LL. 443. 21а. 444. 4—31n3. 4.45. a) Menos. 
e е 2 


€ Dividase el segmento de integración on los segmentos [—2, —1 
y [—1, 1] y hágase uso de las propiedades 1) y 9). b) Más; c) menos. 


4.46. a) Segunda; b) primera; e) segunda. 4.47. а): b) x 


4.37. 


e) =: а) = 4.48. Hr cosg. 449. 2/7<I<8. 4.50. =< 
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азі. on) to d «т< 3X, yao ys 


4.52. a) q Eur V3; b) 7< 12,125. 


L. 45 zm QD, k=0, 1, 


1 1 1 
zur. атъ 


458. q. 460. No. 461. (+2). Ah Ini. 
4 л 

463. 2 Q sh2), 4.64. — aret A65. E. 466. л. 
perm yy 3y3 


ат. 3. 4.68. 5 4.69. + (2/32). 470. ys ‚али. H2) 


(92-р). 4:73. 10 +з, ала. 1. 475. 4-а. 


6 
. 480. d. 48L x /3—4, 482% чр (5503—9105). 


483. e—2. 484 X; 6e. 485. Y AA IT. 


А y3 1+y2 
aso SEL. ав. id. ase EL. аво, 2.0120). 


«8-5 (2k—1 
еса E E oH RI ILE 


16 
X (nes2k-- D Jui fa бл. A491. һ=м-. 


aep 44. 2, ex Si 
54. x. 5.2. Diverge. 5.3. VE 54. x. 5.5. Diverge. 
$6. 1402. 57. oq. 58. +. 58. Diverge. $40. Convergo. 


541. Converge. 5.12. Diworge. 5.13. Divorgo. 5.14, Converge. 
5.15. Converge. 5.16. Divorge. 5.17. "dii 5.18. $6340. 


5.19. Diverge. 5.20. л. 5.21. + 5.22. 5. 5.23. 2/2. 5.24. Di- 


vorge. 525. m. 5.26. Converge. 5.27. Diverge. 5.28. Divergo. 
5.29. Converge. Diverge. 


6.1. e2. 6.2. лар. 6.3. 16/3. 6.5. 9/2. 6.5. Ze 2). 6.6. E 


6.7. al. 6.8. :—212). 6.9. T 6.10. 21024. 6.11. 32/3. 
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6.12. 1. 6.13. ал. 6.14. 1,5—21n2. 6. 6.16, 4In2—14. 


AP 212 " 

647. Egea y Fe 618, el g rint 2413). 

649. ram ar AVE 620. hm, 
VRT а 


S fal 2 M 
6.24. 5- (3/2—2— In (14 V 2). 6.22. ES (24-173) 


ла? а? ji аг 
y а -|-— Mm (24-178). 6.23. — «cos (1— 
ут | 2y3 exv9 ПЕ ( 


; d 
—(a—h) r. 6.24. 5 (a 4-2 In 2).r6.25. ла?, 6.26, 5 лаз. 6.27, 248 


24 * 8 a 3 n 
6.28. 12x. 0.29. — ab V 3. 6.30. ip: 0391. que. 632 7. 


m A 4 ONE 
0.33. A. 0.34. E (+3) 6.35. X. 636. „реу, 


637. VIE. 638. T, 6.39. аз, 6.40. 2/3. eat. +V5-+ 
+ @-r V9). 642. 2 73. б.з. 20 (8 3—1). 6.44. 4a ln (а 


JV 8 — 1) —2 V 241). 6.45. ла 1/2. 6.46. na —2 (a —b) агер 


@ Pásese a las coordenadas polares. 6.47. EX 6. 6.48. á Intg == 


415 
9 


= (4-- V 3). 6.49. T р. 6.50. ба. 6.54, V 3 (e —1). 6.52. 


13 


go 9M. 4а 073. 6.55. 


a i Ri 
6.56. Vire, 6.57. 8(2— 3). TIT 


6.59. 5x | TFA- n (2n | y 05). 6.60, Sas 6.61. 2a V 5. 

6.62. a 3. 6.63. 8. 6.64. $^ V 132-20. 6.65. 8/2. 6.66. 

ад 

v3 
2 54/5 B E 

6.68. 7 (2 y 2—1). 6.69. 487. 6.70. 


*^ 
n 


1а (2-4-1/8); 1) 222 


ус (8 194-18). 6.67. a) 8п-+ н. 
3y 3 


na? (2-61). 6.71. а) Злаз; 


16 


y) ла V3. 6.72. a (Y 54 4 1 


s ) ‚ 6,73. a) Uta; b) Anat. 
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6.74. Зла?, 6.7. 


680. Š лат (2 8—1). 681. 128 аз, 6.82. dura. 6.83. ze, 
3 š 
6.84. 685. E. ове. Lx. 687. PM 6.88. a) p 
‚вз. deae 0.00, Dae. 6.91. Leon. 6.92. ве, 


72. Mei (ev TFA—Y3+ 
Ha +y). 73. Ми: 


" 

++ б аз, 7.4. Mama, fM. 7.5. М„=2а, 

р? a(sh4- ch 4-1) PERTISPM 
иркин shi JE 


= (esch 1+; ch 4). 7.7. a. 7.8. керере. 7.9. £= 


i y 
740, 35. TAL s= son (t+); Umen = vo 


44 in. 7.43. 250 m. 7.14. =0,125 [ө ө po 
acuerdo con la ley de Hook, Ja fuerza es proporcional al estiramiento 


del muelle. 7.15. aps. 7.16. gama. 747. чу там. 


1 (NP NOR 1 4), qe 
748. gR. 749. 75 V Zap. 7:20. (3-5): 22. e vo 


acuerdo con la ley de Coulomb, la fuerza de interacción de las carga s 


P" ‚_ fot idia 
en ol vacio es igual a /— A , Jonde z es la distancia entre las 
E 


cargas, 7.21, 2066 In 2. € En un proceso isotérmico pv= pora. El 


trabajo es igual a а=} pdv, donde v, y vs son los valores inicial 


E 


yg M1 
y Gual dol volumon. 7.22. ev. (2) —1).% En un proceso 
n 


adiabático рой = put, donde kæ 1,4 (ley de Poisson). El trabajo 


а 
— S a 3 ШК 

es igual à a=) о. 12%. <q луш. TIAS y Viha. 
z Lyin 126. apyu, тат. YE, 128. quien 
25. урт ‚7126. Lawn. qe 728. А 
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OMA эү, 
-w 


7.29, A qab?. 7.30. уллШ?. 7.31. 20,625 kg. 7.32. 


acuerdo con la loy de Joule— Lenz, la cantidad de calor que se 
desprende por una Sonne directa durante el tiempo £ es igual 


a Q-- U.24I? RI. 7.33. 


24 56 min. 9 De acuerdo con 
"x Н 


la ley de TorriceHi, M velocidad con la que el agua fluye por un 
orificio a Ja distancia / de la superficie libre es igual a vp V/Zgzs 


і 

donde pæ 0,5, g ез la aceleración de la gravedad. 7.94. Ar 
t 2np [ Р np (at — r)? ) " 

= | 0-2, на 2 pi LL ARE н РӘ 
40 j> nr dr 2L r)rdr z ( Gur 

про 2kmM Я i 

РЕ as, 2А ө Aplíquose Т j 

Wurm 19» T plíquose la ley de la gravitación 

Р n: V H _. a ma Š T 

universal. 3 — #11 minutos. 7.37. g pah V gh. 


E 4. 0.3026. 8.5. 1,7500. 


0,1963. 8,3. ОЛИВ. . 
PL hi 10. 2,6291. 


4,2218. 8.8. 0,4969. 
1 


Х.И, 0,3927, - 0,8120. 
86. 1,1184. 8.7. 0, . 0,6070. 
8.24. 1,5708. PE 
82 k 
FUNCTION R(A, hi, E, N) PUNCITON TR(A, B, F, N) 
Hs (B — AEN I= (B — AYN 
в 0. TR = (NA) — F(3/2. 
X — À -- Н. 
DO 1 1=4,N = 1, 
Х=х+Н X=- X+H 
1 HR F(X) 1 TR = TR + F(X) 
R=ReH TR — UH. 
RETURN y 
END 
8.27. 


FUNCTION (A, B, F, EPS) 
Тї = (КА) -+ F(32 
T1 


т 
На ВА 
N =1 


1 Ro A -— ШӘ. 
DO 2 1 = LN 
хех+н 
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= T xH 
БЛ ABS(T — ТЇЗ. 
P8.GT.EPS1) GO TO + 


60 TO ! 
END 
8,28. 
FUNCTION P(A, B. F, N) 


H — (B Ay(2e 


M- 0. 
px 0. 
X=A 
DO í 1 = 1.N 
X = X + N 


PA = Pi | F(X) 

X=X+H 
1 P2 — P2-| F(X) 

P = (F(A) — P(B) + 2 + V2 4- á. «Pl)sH/3 

RETURN 

END 

8.29. Para el problema 8.1 [a respuesta se escribe del modo si- 

guicute: 

PUNGTION FOX) 

F = JSQRT(S. 1 4. «1- X + X) 

BETURN 

END 


Para los probl 

de F tione la forma s 
Ë = (X ss ЗХ se 8-E 1.) (рага 8.2) 
Х/(Х»Х „3.»Х--2.) (рага 8.8) 


es el operador que determina el valor 


1/(4. X22) (pava 8.4) 
(1 + SQRTQOY X. 2 (para 8.5) 
s SQRT(.- X23) (para 8.6) 
: SQUT(. -4 X (para 8.7) 
ТОЗОТ. + X=+4) 8.8) 


1.(SQRT(!. — Х++4) (para 8.9) 


F (1. + Х++2)##0.333333 (рага 8.10) 
Р = SQRTX+(1. — XY (para 51) 
F = Xx*ALOG(t. + X) (para 8.12) 
F = OEXP(Xs22) (para 8.13) 


F = EXP(X++3) {рага 8.14) 
F XP(GQRTOO (para 8.15) 


1./ALOG(X) (рага 8.10) 
1. + УЛ (para 8.17) 

= ALOG(Y Y (para 8.18) 
AL0G65. -j- 4.«£COS(X)) (para 8.19) 

F = (SEN(X) — X)/SQRT(X) + SQRTOS) (para 8.20) 
E = (X290,333333)90.05 (para 8.21) 
SORT(SEN(X)) (para 8.22) 


(ATAN(X) ~ X)¿X (para 8.23) 
F = EXP(XyX (para 8.24) 
F = (SEN(X) — XVX + 1. 

8.30. b) La respuesta se da para el problema N.15: 

` EXTERNAL F 


N = 16 
Y = B(0.0, 0.5, F, N 


ў г, N) 
EPS = AB8((Y1 — YYy3.) 
IF(EPS — 0.0001)2,2.1 
2 WRITE (3.3) Y 
3 FORMAT (| INTEGRAL = ', F8.4) 
STOP 
END 


Ф El problema que se plantea ante la calculadora electronica 
debe contener tres programas: uno que se indica aquí y los otros dos 
ubtonidos al resolver los problemas 8.25 y 8.29. 

El programa para la resolución de cualquier otro problema se 
diferencia del quo se da mediante les operadores que contienen una 
referencia a la función subprograma R, por ejemplo, para el problema 
8.18 Y = R(0.0, 3.1416.F,N). 

c) Diferencia con relación al programa aducido arriba en los 
operadores mencionados: 


Y = P(0.0,0.5,P,N) 
EPS = ABS((Y1 — Ү)/15.) 
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8.34. La respuesta pura el problema 8.16. 


EXTERNAL F 
Y — TQ.,3.,F,0.0001) 


WRITE (3,4) 
4 FORMAT (^, “. 

sror 

END 


€ Véanse las indicaciones para el problema 8.30, b). 


CAPITULO 7 


CÁLCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES 
DE VARIAS VARIABLES 


$ 1. Conceptos fundamentales 


1. Concepto de [unción de varias variables. Recordemos 
juego ordenado de n números reales zy, . . ., ту se denota (zy, т) 
$ P (z -a т) y se lama punto del espacio aritmético n-dimen- 
sional R", y los números т, » ха ltevan el nombre de coordenadas 
del panto P = P (e, ..., za). La distancia cutre los puntos 

n) у Р'(т,... тд) se determina por la fórmula 


P (o - 


p (P. P')2V GIS 255 5). 

Sea D c R^ un conjunto arhitrario de puntos de un espacio 
aritmético n-dimensional, Si a cada punto P (е, .... Z) € D se le 
ha puesto en correspondencia cierto 
número real bien determinado / (P) = 
= {(щ,..., rà) se dico que sobre 
el conjunto 1) está definida là función 
numérica J: R? — R de n variables 
тү, <<» XQ. El conjunto D зе deno- 
mina campo de definieión, y el con- 
juno Ex аек а = (Р), 
P € D), campo de valores de la 
función u = f (P). 

Еп el caso particular de x — 2 
la funcióu de dos variables z 
= f (z, y) puede considerarse como 
función de los puntos de un plano en 5 
el espacio geométrico tridimensional, Fig. 68 
provisto de un sistema fijo de coor- 
denadas Ozyz. So llama gráfica de dicha función el conjunto de 
puntos 


> 


P = a v, DER! z = f (z, Ni 


que representa, hablando en general, cierta superficie en R? 
EJEMPLO 1. Hállese el campo de definición de la función 


z—arcson Ё. 
РУ 
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< La función está dofiuida para 
іх 1, 20 


Por consiguiente, —z < g < z рага z— 0, у r«y« — para 
z < 0. El campo de definición de la función está expuesto en la fig. 68 
y contiene las fronteras del campo, a exeepeión del origen de coorde- 
nadas. fe 


1.1. Exprésese el área S de un triángulo como una fun- 
ción de longitudes de sus dos lados z e y, si el perímetro del 
triángulo es igual а 2p. Hállese cl campo de definición de 
esta función. 

1.2. Exprésese el volumen V de un cono circular como 
función del área Š de su superficie lateral y de su longitud 2 
de la generatriz. ПАПоѕе el campo de definición do esta fun- 
ción. 

1.3. Ехргбзоѕо el área S de un trapecio isósceles como una 
función de longitudes de sus lados, si z e y son las longitudes 
de las bases у z es la longitud del lado lateral. Hállose el 
campo de definición de esta función. 

Hállense los campos de definición de las funciones do 
dos variables (R = const): 


1.4. o= 280.  45.:— y ру НЗ. 
16. := ==. iT 1 
y 223—0 VIP 


1.8. z= (2x 3y— 1) (z— 0). 
1.9. z V 1—(z 4 0). 1.10. z—In(—z— y). 


1.12. z—y Y cosa. 


1.13. z— log, (22 H47). 1.14. z= arccos zu * 
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145. а= /9—а#—у%-„уз®+1 4. 

1.16. z=arcsen + +arcsen (1 — y). 

1.17. f (r, 9) = r Y sen g. 

148. f (r, g) =r V cos 2q. 

Hállense los campos de definición de las funciones de 
tres variables: 

1.49. u=V z2- 22 — Rz, (R = const). 

1.20. u= arcsen PEE, 

1.21. u = In (1 — z? — y? + 2°). 


Hállense los campos de definición de las lunciones de n 
variables: 


1.22. u2 У нуга... Бу. 

1.23. suyi- E, 

1.24. Sea dada una función f(x, y у= iP . Hállense 
1@, 1), f(5 2), (3,2), f (2. 3), f (a, a), bom Su 


1.25. Soa dada una función f (z, y) — ES ç 
13,6 y (1, 2). 
1.26. Hállese f (2), si 1(2) EEE 9. 


1.27. Sea z = z + y + f (z — у). Hállenso las funcio. 
поэ f y z, si z = a? para y = 0. 


1.28**. Hállese ў (2, y), si Hary 2) = 


1.29. Sean dadas las funciones: f(x, y) = z? + y? 
ea "d — y?. Hállense: a) f (g (т, у), NOS b) o (а, 0), 
m, y). 
k 1.30. Sean dadas las funciones: g (z, y) = ¢ cos y, 
р (z, y) = е sen y. Demuéstreso: 
а) pon y) — Y (z, y) = S (22, 2y); 
b) 20 (z, y) y (z, y) = y (2z, 2y). 
1.31. Scan dadas РМ funciones: f(x, y = 22 — 
Ф (z) = cos z, p (z) = sen x. Hállense: a) f (p (z), p m 
Буе (z, y). 
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. Hállense 


2. Límite y continuidad de la función. El número A se denomina 
límite de la función w = f (P) cuando el punto P (zi, Ze . 5. Zn} 
tiende al punto P, (а, aj, + » +> ал), Si para todo 2, > O existe ial Š > 0 
que de la condición 


0 p(P, P) e V a PE (а < Š 


se dednco 
[f zo Zar eS Za) — A [| < e. 


En este caso se escribe: 


As a pye da Í (2, za sss zn). 


at 


Тувмьто 3, Aclárese si la función == 


эй dw limit а 
D e c 
yr tiene límite cuando 
2-0, y--0. 
«4 Supongamos que el punto Р (z, y) tiende al punta Py (0, 0). 
Examinemos la variación de z e y a lo largo de la rocta y — kz. Obto- 
nemos 


lim 088 tim 22082 gn 00 1-0 
re БУТ кеу ааа A 14 C 


у—0 


El resultado tiene valores diferentes en función de k elegido, razón 
por la cual la función no tiene límite. p» 

La función u = f (P) se Паша continua en el punto Ps, si во cum- 
plen las siguientes tres condicionos: 

1) la función f (P) está definida en cl punto Po; 

2) existe Иш f(P) 

Я Po Po 

3 zm f (P) = f (Po). 

Una función so llama continua en el campo, si es continua en cada 
punto de este campo. Si en el punto Po está perturbada por lo menos 
una de las condiciones de 1) a 3), P, se denominará punto de discon- 
tínuidad de la función f (P) Los puntos de discontinuidad pueden 
ser aislados y pueden formar líneas de discontinuidad, superficies de 


discontinuidad, etc. 
EJEMPLO 4. Bállense los puntos do discontinuidad de la función 


1—zyz 
чура 


44 La función no está definida en los puntos, donde so anula el 
denominador. Por ello, Ja función tieno una superficle de discontinui- 
dad, a saber, cl plano 2z + 3y — z + 4 = 0. » 
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1lállense los límites: 


1.32. lím —— Z. 1.93. lim 2827, 
Es Ma 3—y zy+9 138 цш = 
у—0 Рас) 
1.34. Mm 2. 
x-0 y 
y-0 


1 
1.35, Иш d +z + y2) 9v, 
z 
1.36. lím (224-02) sen —— = š 


m" 
y 
1.37. Muéstrese que рага z— 0 e y— 0 la función 
z= = puede tender hacia cualquier límite. Dénse ejem- 
plos de tal aproximación del punto (z, y) hacia el punto 
e 0), pare la cual lím z = 3, límz = 2, límz= 1, 
im z = —2. 


1.38. Muéstrese que para la función f (z, у) = = 
existe lím f (z, у), calculando los límites reiterados 


EI 
y-0 


no 


Mm (lím f (e, y), lim (tim f (e, y)» 


109. A paces „guo para la función f(z,y)— 


=> oxiston "y son iguales entre sí los límites 
reiterados 


lím (lím f (ху y) = ба (Иш f (z, y) =0, 
xo y+0 y+ х—й 


y, sin embargo, lím f (z, y) no existe. 
x20 
y-0 
1.40. Aclárese si tiene límite la función sen In (z* + y?), 
cuando z — 0, y — 0. 


1.41. Aclárese si tiene límite la función ЖЕУ, 
zt 


cuando z — oo, y — oo. 
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1.42*. Muéstrese que ia función 


(EL, s 24940, 
fe 0=| um 
0, si z=y=0 


es continua en el punto (0, 0) a lo largo de cada rayo z = 
= t cosa, y = t son а (0 << t < +00) que pasa por dicho 
punto, es decir, lim f (t cos z, t sen a) = f (0, 0), sin em- 


bargo esta función 1 en es continua »n el punto (0, 0). 

1.43. Muéstrese que en el punto (0, 0) las funciones que 
siguen más abajo son continuas respecto a cada una de las 
variables z e y, poro son discontinuas en la totalidad de 
variables: 


zy š 
в) уба, »-| +m s а-у 0 
x si z=y=0; 
(O TEET 
уле ун 
0, si == у= 0), 


Hállense los puntos de discontinuidad de las funciones 
de dos variables: 


44. екы ы M 
144. A 

1 1 
145. na 4346. s= u ZY: 


g -— =P 
147. z- In 1-2). 148.023 


1 
10 > 
Hállense los puntos de discontinuidad de las funciones de 
tres variables: 


1 1 
150, E A —ÉÁ 
[a 
1524. lo — 
.52. присл 0 EET: 


1 
1.54. u= ayp AFT: 
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3. Derivadas parciales. Sea (z1, ..., 2, +- ть) un punto fijo 
ario pertenocionte al campo de definición de la función u = 
i» > o p). Dando al valor de la variable zy (& == 1, 2, -.., n) 
un incremento Аг, examinemos el límite 
иш Í зһ Атк, -er тп) (ps -.., Th ren), 
5ху+@ Aza 


Este límite lleva e] nombro do derivada parcial (de primer orden) de la 
función dada respocto de la variable ту en el punto (zy, .. ., z,) y se 


+ Qu s y 
designa rud Lm ne oe э}. 


Las derivadas parciales se calculan según las reglas y (órmulas 
de derivación corrientes (considerando todas las variables, а охеер- 
ción de zp, como majgmitades constantes). 

EJEMPLO 5. Hállense las derivadas parci 


es de la Tuneión 
=urctg + . 


4 Considerando y constante, obtenemos 
1 


Considerando y constante, se obtiene 


A —— ж... 
ду v (£y z yy 


» 


«y 2n) se denomina homogónea de 
ero vea] £ = 0 ве verifica la igualdad 


Im.[ (s. za + + s Enhe 


La función а -> f (za 
фий экза! рата ual quis Ман 


I (Ero tta s a т} == 
Si мла luneión homogénea w == / (zi 
e derivadas parciales respecto de ca 
cumple fa relación (teorema de Euler) 
ib. (кз Em s xy) T of (is Ze + а) d 


+29) de grado m 
de das variables, s 


ла, (zs tem) = mf (z, 


EJEMPLO 6. Compruébese el teorema de Euler, si 
FG. 0) = Aat -|- 2Bzy | Суй. 


44 Tenemos 
f (tz, ty) = A (x -+ 2B (ta) (t) € C (° = Pf (z, у). 
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Por consiguionte, m = 2; 
lle, y) = 2 (Ar +- By), fý (z, y) = 2 (Bz + Cy), 
afa (z, 9) + tfi (z, y) = 2z (Az + By) + 2y (Bz + Cy) = 2f (z, y). > 
So Haman derivadas parciales de segundo orden de la función u = 
= f (21, Za, ..., Zn) las derivadas parciales de sus derivadas parcia- 


les de primer orden. Las derivadas. parciales de segundo orden se 
designan del modo siguiente: 


ô f du | ôu 
э Cim) PEP Tiya Fr б» зы mee Zn), 
du а 
"Эди T hg e КҮ ЧҮЛ. ЖЕ, o A 


eto, 

De un modo análogo se determinan y se designan las derivadas 
parciales de orden superior al segundo. 

El resultado de la derivación múltiple de una función respecto 
a las diferentes variables no depende de 18 sucesión en que se realiza 
la derivación, siempre que las derivadas parciales «mixtas» que 
aparecen en este caso sean continuas. 

EJEMPLO7. Hállense las derivadas parciales de segundo orden de 


la función 2 == arctg Y, 


44 Tenemos (véaso ol ejemplo 5) 
ón у "E z 
Wr {И °С Oy тру 


Derivamos por segunda vez: 


дыд EE 
= ( jeta 
ды __4д y 1+(22--у%)—2у-у_ ya 
= a) cw 


СА All E кыскы Pa 


Gros Tor AF) аут сиу 
n д: __д% 
(nos hemos convencido aquí de que X3) > 


д _ $ z 220 
а ду (57) Guy 


Bállense las derivadas parciales de primer y segundo 
órdenes de las funciones dadas: 


1.55. z-5-py5— 5a9y8. 1.56. 2=xy 
157. = 1.58. z— 207%, 
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1.59. z= 9. 1.60. ¿= y. 


ЕЕ 242 . z=areseon —Y— 

1.61. z= In (12443). 1.62. z = arcsen ТЕТЫ 
1 (ay 
163. пеар 0669 (zy. 


1.65. u = тум + 32 — Ay + 2z — t + 1. 
1.66. Hállense у; (3, 2), f; (8, 2), fç (8, 2), fn (3,2, 
f; (8, 2), si f (z, у) = z°g + ay? — 22 + 3y — 1 
1.67. Hállenso fs (1, 2) ty (45 2). fi (1, 2), fa (d. 2), 
кїз 


fe Ч,2), si fs = | ed 


* 


1.68, Muéstrese que M ZE + Si z= x sen (az + by). 
д% А 
1.69. Muéstrese que Ge TAa si z= cos х 


X arccos Be 
1.70. Hállense f. (0, 1), f&v (0, 1), fs, (0, 1), fy X 
x (0, 1), si f(z, y)  e*". 


du А 1 
1.71. Hállesə ъа" si un =a TS 


1.72. Hállese a+ Si u= T? sen y + y3 sen z. 
1.73. Hállese dos y si u= (z — 20)? (у у)". 
Compruébese el teorema de Euler sobre las funciones 

homogéneas en los problemas 1.74—1.77. 


1.74. z= 23 4- zy — y’. 1.75.2 = 


r 
Y rud 
1.76. z — arctg T 1.77. u= £ 
1.78. Caleúlose 
dx ðr 0% 
Tor ёр ó 
P 
dr e ð |, 
de дв дь 
ðr Өф a 
si ger со5:0 соз q, у =r соз Өзеп p, 2=r sen б. 
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1.79. Muéstrese que (x) ++. +2 = 0, si z— 
ke% -- (2x 4- 4r — Зе) еу х —1. 


1.80. Muéstrese que A E 

si u= In (x3 БЗ 29 —3ayz). 
1.81 А ðu , du , Qu , ди Е 
.81. Muéstrese que e + ata 0, si 


1.82. Muéstrese que la función и = A sen Ах cos aht 
satisface la ecuación de oscilaciones de una cuerda 


дш „дї 
gg — ® 2 
i NE 
1.83. Muéstrese que la función ‘ш == —— =e 497 
е 2a V t 
satisface la ecuación de conducción del calor 
ди z Ou 
ог 4 ax 


1.84. Muóstrese quo la función 
— — 
V (x — a? Fu- FFE 
satisface la ecuación de Laplace 


Pu, Pu , {ди 
anda 


1.85*. Muéstrese que la función 
zy 


f AR yo? 
f(s, 9 | a. y! 
0, si == 


si 22002520, 
0 


tiene derivadas parciales ў; (z, y) у fa (x, y) en el punto 
(0, 0), aunque es discontinva en este punto. 
1.86*. Muéstrese que para la función 


fs - aj, si 22-0250, 
T dl MN. Eug 
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el valor de la segunda derivada mixta en el punto (0, 0) de- 
pende de la sucesión de derivación, a saber: fz, (0, 0) 
ћ (0, 9) = 1. 


4. Diferencial de una función y su aplicación, Se llama incre- 
mento total de la función u = f (25, fa, ++, Za) en el punto P (21, 
Sg + А); одар a los incrementos de los argumentos 
Arn, Ata ss Amy. la diferencia 


Au = f (ху + Ат, z, + Ат, ..., za + An) — 
— f (zy. та, 


La función и == f (Р) so denomina derivable en el punto (гү. z 
‚з 2), si en todo lugar de cierto entorno de dicho punto el incre- 
inonto total de Ja función puede representarse en Ja forma 


Au = A, Az m As Ata +... + An Atp о (m, 
dondep = V Ari F Ar} F... T Ат}, Ау, Aa >< ++ An son núme- 


ros que no dependen de Az, Ат,..., 
Se Шипа diferencial du de primer orden de la función n= 
= шты. a Zn) en el punto (n, 2 ^, la parto pri 
lineal respocto à Ат, Aza... Azn, del jueromento total de dicha 
función en el punto LOHNT a ele 


du = Ау Ма + Ay Ara H 4 Ал„. 


Las diferenciales de tas variables independientes se toman iguales, 
por definición, a sns incrementos: 
de Ма, dr, = Az. 


Para la diforoncial de la función u — f. 
la fórmula 


э dry = Atp- 


Tess Pa) 86 verifica 


ди ди 
due ба Fg, s dn E dry. - 0) 


Las funciones и, v de varias variables MN a las reglas habi- 


tuales de derivación: 


d (u-4-v) edu 4- do, 
d (uv) e v du 4- n do, 


q) tt Ӯ 
v v 


EJEMPLO 8. Bálloso ol incremento total y la diferencial de la fun- 
ción / (z, y) = z*y en el punto (z, y). 


< f(z- Ar, v 4- Ay) = (zd 40% (y 1- Ay), 
Af (z, y) = (z + Аа) (g + Ay) — 220 = 
= 2zu- Az + 22 Ay + 2r Ат Ay + y Аза + Aa? Ду, 
df (z, u) = 2zy Az + z? Лу. > 
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EJEMPLOS. Hállese la diferencia! de la función 


Hey => + 
Vat 
< 1°r меторо. Tenemos 


- ЕРЕШЕ _ AS, 
IN 


Conforme a la fórmula (1) oblenomos 

1 

a 

Le yt) ds 3 (z d+ y dy) 
"3 21 yis * 


йш. 37 er pni eer eps ant 


2409 wirrono. Aplicando las reglas de derivación, tenemos: 


dio, y jo LE ea VE. 


y 
VATR — a 2021040, 

i DER у б-а (кае уй) y 

ЫЎ Py (r*4- Pr ú 

Cuando p — y Az] + Ат} F... T Ату es suficientemente pee 
queño para una función dorivable u = f (zy. za -~ хп), tionen 
lugar las igualdades aproximadas 

Au = du, 

HG A Ati, ze F Ало, >< ++ Tp + Аға) 2 


= f (z Tas -+ -s En) dl df (z, Zar + + ++ Tn). 
EJEMPLO 10. Calcúlese aproximadamente 

V 605-07). 
44 Vamos a considerar ol número buscado como un valor de la 


ón f (z, Ш) = V FF para z = zç + Az, y = Yo Ау, si 
Á, p = 3, Az = 0.05, Ay = 0,07. Tenemos: 


Yú, = =5, 


_ 54+ уйу 
Af (z, y) ~ df (z, TA , 
ме. э > *045434 o ag, 
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Por consiguiente, 


V (6,05): 3- (07 ~ 54-0,08=5,08. 9» 


So denomina diferencial de segundo orden d*u de la función u = 
= f (zn ža <> <> Tp) la diferencial de su diferencial de primor rden 
que se considera como función de las variables ту, zs ++ zw CON 
mn dry... dry [аз 


йи = d (du). 
Análogamento se define la diferencial de tercer orden: 
Pu = d (Pu). 
Eu general, 
ати = d (dm). 


La diferencial de m-ésimo orden de la función u = f (zi, Z, - -n Zn) 
donde 21, Za, - . -, Za Son variables independientes, se expresa me- 
diante la fórmula simbólica 


а д 0 m 
а= (girde Hai drt oe mn) u, 2) 


que se desarrolla formalmente según la ley binomial. 

Por ejemplo, en el caso de una función z = 7 (z, y) de dos variables 
independientes т ө y, para las diferenciales de sogundo y tercero órdenes 
son lícitas las fórmulas 


da 


dz D 
dis gay 084237 dz dy + yp dy a 
GA д: бз: дэ; 
1843 улгу; Ф® d$ T td rd. 4) 


Ejemplo 11. Hállose d%, si z = ez. 
44 Tenemos (conforme a las reglas de derivación) 


dz = V-d (zy) = e*V (y de + x dy). 


Derivamos por segunda vez teniendo presente que дт y dy no dependen 
de z e y (es decir, considerando dz y dy constantes): 

Da = оху d (zy)-(y dz + z dy) + exV-d (y de + z dy) = 

== ех (y dz + z dy)? + e%v 2 dz dy == ex (y dz 4- z dy)? -- 2 dr dy). > 


1.87. Hállense e] incremento total y la diferencial de la 
función z = z? — zy + y?, si z varía de 2 hasta 2,1, e y, 
do 1 hasta 1,2. 

1.88. Hállense el incremento total y la diferencial de la 
función z = lg (z? + y?), si z varía de 2 hasta 2,1, e y, 
de 1 hasta 0,9. 
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Hállense las diferonciales de las funciones: 
1.89. ¿=In(y + V 22172). 1.90. ¿=tgL. 
1.91. z —1n eos. 1.92. u= (zy)*. 
1.93. f (z, Ta Lo т) = 28-53-10 24. 
1.94. Hállese df (1, 2, 1), si f(x, y, 2) = 
Calcúlese aproximadamente: 

1.95. (2,01)5%, 1.96. V (1,02)? 3- (1,9755 . 

1 97. sen 28°.cos 61°. 

Un vaso cilíndrico tiene las siguientes dimensiones 
iid ioi el radio de la base R = 2,5 m, la altura /7 = 4 m 
y el espesor de las paredes Г = 1 dm. Hállese aproximada- 
mente el volumen del material gastado para fabricar el 
vaso. 

1.99. Un paralelepípedo rectangular tiene las siguientes 
dimensiones: а == 2 т, b = 3 m, c = 6 m. Hállese apro- 
ximadamente la magnitud en que varía la longitud de la 
diagonal, si a aumenta en 2 cm, b en 1 em, y c disminuye 
od 3 ст. 

1.100. En un cono truncado los radios de las bases son 
R = 20 cm, r = 10 cm y la altura k = 30 cm. ¿Cómo va- 
riará aproximadamente el volumen de] cono, si R aumenta 
en 2 mm, г en 3 mm y À disminuye en 1 mm? 

Hállenso las diferenciales de primer y segundo órdones 
de las siguientes funciones (z, y, z son variables indepon- 
dientes): 


RE. 
ay” 


1401. z= + 32%y y. 4402. 2— 4 ——, 
m - y 
1.108. 2= 224-220. — 1.104. з= ти: 


1405. 2 = (= 4 0) е. — 1.106. z = zln+, 


1.107. z=arctg = 


.109. и = en. 

1.10. Hállese dšz, si z — e" sen z. 

1.111. TTállese Pu, si u = z% + y? + z? — 3zyz. 
1.112. Hállese d'u, si u = ln (z + y + 2). 
1.113. Hállese ати, si u = ¿vz 
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1.108. u= iy 4- yz + zx. 


$ 2, Derivación de las funciones compuestas 


e implícitas 
1. Funciones compuestas de una y de varias variables indepen- 
dientes. Si u = f (zi т... тщ) es una [unción derivable de las 


variables Zi, 24, + - ., Tp las cuales son, a su vez, Innajones derivables 
de una variablo independiente t: 


m = (D, 2=P,-- za = Фа (0), 


la derivada de la función comqmesta и = f (фу (t), Pa (D, ..., Фа (0) 
so calcula según la fórmula 


du Qu de, vu dx 
E AU тда 
En particular, si £ coincide, por ejemplo, con la variable ту, entonces 
la derivada «total» de la función а respecto de z, es 
ди ать 
[rw e 


дш din 
x cur e 


du Ou | ди dz, 
dz, “дт ' дт, dz, 


Tek 


EjEMeLO 1. Hálleso = + si u=zyz, donde z—1?--1, y=Int, 
z=igt, 
< Según la fórmula (f) tenemos 


4и ou. Boo ay = 
puros zy seo t= 
—2t In tig t4 ED EE Эше 4) In £ sec? t. pe 


Бзвмрго 2. Mállenso 25 у Ж, si z=, donde y (2. 
< їопетов 5 = y* In y. Conforme a la fórmula (2), obtendremos 


E уу ауа (д. e 


Sea u= f (21, re. 
LP (Io Ds + + oy Pn), у Q aa Жи жа qa (b, fas o o, rad 
5 Ps a ad an qea D (as ista di 
la función и respecto de t, fa, - . ., fm se expresan del modo siguiente: 


ди _ ди ĝt, | ди дт, du дал 
Of zm, дА Р э MA 


+ Za) dondo z; = gi (f, to. 


©з imh 


dz, Er 
ди дш Om ди örs, | Ou д 
Dis — Oz Ola ўз д От On @ 


ди du ди ди д« 00 дю 
Om z, Um > Ы 


En este caso la expresión (1) del $ 1 para la diferencial de primer 
orden conserva su forma intacta (propiedad de invariación de la forma 
de la primera diferencial) 


— du du ди 
Lr atia att рд. 


Las expresiones para diferenciales de órdemos superiores do una 
función compuesta se diferencian, hablando en general, de las expre- 
siones del tipo (2) del $ 1. 

Por ejemplo, la diferencial de sogundo orden se expresa por la 
Fórmula 


д д д 2 

Ay | — A e + 

du (= dato drte pes dz) m 
ди ди ди 

Té d, += Pa, eb dura. (4) 

EJEMPLO 3. Hállense de y й, si z = J (u, 1), donde u = d — 


v = ay. 
"Tenemos dz = fa du -+ fg dv, dondo 


du = zdz — y dy, dv= ydr | zdy. 
Por consiguiente, 
dz = fi (z dz — y dy) + f: (y dz + z dy) = 
= (ofi + uho) dz + (xs — ufo) dy- 
Derivamos por segunda vez: 
dis = d (fu) du + fusd (du) + d (f) do + fod (do) = 
= (fau du + ft du) du + Pu + (fag du + f, do) do + 
+ fd, donde Фи = dz? —dy?, du = 2ds dy. 
Por consiguiente, 
dis = (fi (z dz — y dy) + fus (y dz + z dy) (z dz — y dy) + 
^k fü (dr? — dy?) - (us (к dz — y dy) + fio (y dz -H æ dy) x 
x (y dz + z dy) + fi: 2dz dy = Г (z dz — y dy? + 
"E fío (y de + = dy) (z dz — y dy) + fu (dz? — dy!) + 
+ fía (z dz — y dy) (y de + 2 dy) + fu (y de + z d + 
+ 24 de dy = fuu (2° da? — 2zy de dy + y! dy?) + 
+ 2fç, (zu (dz? — dy?) + (2? — y?) dz dy) + 
e E fío @# da? + 22у dz dy + 2? dy?) + (бла — dy?) + 
+ 25, dr dy = (Hau + 22yfus ЕЙ» + fu) 44% + 
+ 2 (ай E (0? — y?) fus — йй + Л) dr dy + 
+ (Fu — 2zyf'us + afio — f) di. > 
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2.1. Hállese Pa si z=", donde z — tg t, y=PË —t. 
2.2. Hállese -J , Si z= 27, donde z— nt, ye sen t. 


2.3. Hállese e, si z=arctg Š, donde аца, 
у= е4. 


2.4. Hállese $E —— si u=, donde z—e!, у=1п t 
в={%—1. 

2.5. Hállense 2 El E ‚ si 2=In(e*+e"), donde 
y= іла. 

2.6. Hállense TL, donde 
yet, 

2.7. Hállense a Y * y si z=u? lnv, donde u= £, 
u= zy. 


2.8. Hállese dz, si z= up — uu, donde u= x sen y, 
p == усоз x. 
2.9. Hállense E y + si 2=/(u, v), donde u= 


—-Y A 
=> 122—3. 


2.10. Hállonse -22. y— z ‚ si z=f(u, v) donde u= 
= ln (22— у), к=. 

2.11. Hállese dz, si z= (u, v), donde u= cos (zy) 
=2—7y. 


2.12. Hállese dz, si z= ў (и, v), donde u=sen ©, 


v=V2Jy. 
2.13. Hállese du, si u=f(z, y, z), donde == s*-E t^, 
y=8*-—i?, 2=2st. 
2.14. Hállense 2 3e YR — ‚ si u= f (zu 22, 23, T4), donde 
Eg g (zu 2). же А (д: Ze 23). 
2.15. Muéstrese que la función 2=у-ф (соз (2 — 0)) 
д: z 


satisface la ecuación —— = == 
ду у 
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2.16. Muéstrese que la función z=xf (4) =y? 
Я РА à дт 
satisfaco la ccuación zu -+y a. z2— 2. 


2.17. Muéstrese que la función z— satisface 
Ы 1 дь 1 дг 2 
Ja ecuación — 7— 3; 
2.18. Muéstrese quo la función uu s (y+ 


+2)+ + a*yz |- f (g — x, z — z) satisface la ecuación 
ди. ди ди 
de toy T 2 m 


š D Әд Uu 
2.19. Hállense 72, Эбу › ду 
и = Фу, u= z]y. 

2.20. Hálleso A , Si u= f (z, y, z), donde z = y (z, y). 

2.21. Hállense todas las derivadas parciales de segundo 
orden de la función и = f (z, zy, туз). 

2.22, Muéstrose que la !fumción uio (y) рх 


X (x-+ y) satisface la ecuación 2:2 arat =0. 
2.23. Muéstrese que la función u= Y (20) + 1p (7) 


satisface la ecuación 


» si z= f (u, v), donde 


du de , ôu ди 
ае „ае уб. „Жи... 
о — M aa t UE ay V ay =0. 


2.24. Hállese 22и, si ш = f (t), donde ¿ = z? + y? + 22, 

2.25. Hállose d%u, si ш (az, by, cz). 

2,26. Hállese d'z, si z — f (u, v), donde u — z sen y, 
v = y cos z, 


2. Funciones implícitas de una y de varias variables indepen- 
dientes. Supongamos que la cenación / (z, y) = 0, dondo f es una fun- 
ción derivable de las variables z e y, define y como función de z. Lu 
primera derivada de esta función implícita y = у (z) en el punto zo 
se expresa inediante la fórmula 


Ía (Zos Yo) 


Y ca aa dL. 
e н стг 


45) 


` 
a condición do que J$ (со. yo) 0, donde yo = y (то), Í (ro. go) = 0- 
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Las derivadas de órdenes superiores se calculan por medio de la 
derivación sucesiva de la fórmula (5). 


e J 
kmweLo 4, Hállonso 2 y LL, si 


1 + zy — ln (ex + ecxv) = 0. 


4 Designemos el primer miembro de esta ecuación con f (z, н). 
Entonces 


, en yeX/— ye- V _ _ 2уе-у 
IL, DIA Sapa? 
" AU ZEN ZA 
hle ysr уау ATA 
De acuerdo con la fórmula (5) obtenemos 
MEA 
dz xe 0x 


Derivamos por segunda vez, tomando en consideración que y es una 
función de z: 


dz? de т 


dy a y 


Supongamos que la ecuación F (rj, Za, +++, Zn, и) = 0, donde 
F os una función dorivable de las variables Lp Les «з £g. Ч, define 
и como una función de las variables independientes z,, Tj, + o Zn: 
Las dorivadas parciales de esta función implícita u = и (5, дуу. 

‚зу 2n) on el punto M? (z?, z$, ..., 2$) so calculan según las fór- 
«mulas 


ША (zt, z$, -es 2h, шо) 


мемо FIG т{,..., Zb, и) 


ди 
Den 


(1,2, ..., п) (6) 


condición de que Zt, (z, zd, 0... Zh, 10) 5 0, donde 10 = u (M?) 
y F (MO, u?) = 0. 

Las derivadas parciales de la función u se pueden hallar también 
de la manera siguiente: caleulamos la diferencial total de la función 
F (ху, жу, sos ть, Ш) y la ignalamos а cero: 


дЕ дЕ ôF ША 
da Pb, “КЕКЕТЕ tán а da =0 


y hallamos de aquí du. 
А д2 д: 
p E] — у =— 
EJEMPLO 5, Hillense ¿E у-у, si 
a 4 0 4 — Bays —2y43-0 
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44 1 MÉTODO. Designemos el primer miembro de la ecnuaeión 
dada con £ (roy, zi. Entonces 


Ру (z, v, 2) = 3г® s 
FLG Y 6 — Зе: — 2, 


ti (z, y. 2) — 3: — Агу. 
De acuerdo con TS UMS (8) obtenemos: 
de Fl. € ) _ 322—302 aye 
Qe ^ Finge — 3ü—3y ao? 
da Кб, d. yr 2 _ (4%—3—2 
üy Vl. 3m — 3S—8: 8009—00) 


209 METODO. Derivamosla ccnación dada: 


Wa? dr J 64? dy | 322 Зуг ағ - Зас dy < Злу dz — 2dy = 0. 
De aquí hallamos dz: 
di. 3002—00) dz + (699 2) dy 
+. 3 (zu — z) š 
Comparando con la fórmula dE do + эй, obtenemos 


de az2-— yr д 6у2— 312—2 M 
dr ay? Oy Зу s) 


2.27. Hállese =, si ze — уде? — 0. 
2.28. Málleso Z, si ysen х — соз (z — y) = Ü. 
2.29. Hállense = A A. Si zy = es. 


2.30. Hállense LL, LL, si ху ата y — 0. 


m mn, dy Фу — 
2.31. Málense Ж |, "Era "e tos si + 
4 1i "e 


+210y+y4— dye 2-0. 

2.32. Hállense E y 3 on el punto (4, —2, 2), si 
23 —Ázz-- y —4= zu 

2.33. Hállense LE 


de А 
ту‘ Si z In (z -- z) — 


2.34. Hállense Y =, si Ри, а gh 
0. 


+28) 
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2.35. Hállense LE y =, si jz, e- 0. 
2.36. Hállese dz, si yz == arctg (zz). 
2.37. Hállese dz, si xz — е7 | a3 -t- y? — O. 
2.38. Hállense 2, 22. E si да 2y? Lg dr + 
Өх? dy? Orüy * y 
422—5 = 0. 


2.39. ТА Пепхе 


dh IU ылы рола ый 
ПЕЕ == W = а 5b T4 : 


2.40. Hállese dz, si Ly 


2.41. Muéslrese que la función z, definida por la ecna- 
ción (q (ex — az, су — hz) = 0, donde q es una función 
derivable arbitraria de dos variables, satisface la ecuación 


2.42. Muéstrese que la función z, definida por la ecua- 
ción (ж — a cos a)? + (y — a sen a)? (zy. donde a, 
a, m son constantes, satisface la ecuación 


СИНЕ 


E 
2.43. Mnéstreso quo Ја función 2, definida por la ecuación 
y = аф (z) + y (2), satisface la ecnación 


д% (E) z da 03 1 0% үи ү? 0 
dat Voy dr dy Ory | Og (5 A 


3. Sistemas de las funciones implícitas y de las definidas cn ío 
ma paramél rica, Limitémonus a considerar las funciones de des varia- 
bles independientes. Supongamos que un sistema de dos ecuaciones 


FG уи, u, [m 
Cg uon 


tiene la solución £ = zo, у == yo t = Uy Y e- fm con la partieul 
ridad de que las funciones 


y G tienen en el entorno: del punte. 
Po (zas Bas tas vo) derivadas parciales continmas de primer orden y el 
jacobiano 


pa 
Day _| дп Ov 
DG. у |26 06 
ди Ze 
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distinto de сего еп el punto Po. Entonces, en cierto entorno del punto 
Po el sistema (7) determina un único sistema de funciones continuas 
u (z, y) y v (z, 0) que tienen derivadas parciales continuas y que satis- 
[acen las condiciones 


и (хо, Yo) = ш, D (zo Yo) = e 


Las diferenciales de estas funciones du y dv (y, por tanto, también 
las derivadas pareia]es) pueden hallarse a partir del sistema de ocua- 
ciones 


ar or or дЕ 
r 4d di 5, dr dv —0, 
0G 06 06 2G 
4] rr A Jr v=o 


EJEMPLOG. Las funciones u y v de las variables independientes 
ж 0 y vionen dadas implícitamente mediante el sistema de ecuaciones 


u 


ber, uc vu = 0. 
llállense du, dv, du, Po, 

DIE, б) =|! '| 
Du, |1 —y 
tinto de cero cuando y + —1. Derivando hallamos dos ecuaciones 
que ligan entre sí las diferenciales de todas Jas cuatro variables: 


du 4- dv= dr, du — y dv — »dy = 0. 


< El jacobiano del sistema —y — 1 os dis- 


Al resolver este sistema respecto a du y de para y = —1, obtenemos 
din eai 
Erp * Try 
Derivamos por segunda vez: 


Pu= (dz dy + dv dy) (1+ y) dy (y de +v dy) _ 


a = 09—94 


ru 
de—v dy à 
Е (arar S dy) (t4-0—4 (der dy) 
(+y 
_ (Ie y)dz dyd-dz dy —v dy? —y dz dy—v dy? _ 2 (dz dy — u dy?) 
x<; (+z Е ШЕГШ id 
E _ 
+g 
##—940 э „у—акйу--> 
" [E 4 ty) dz dy vdy? E 
* (+ 
—4:ду-->ай—дкйу-->д | 2(0dys—did) _ р, pe 
[272 (+ 5 
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Supongamos que la función z de las variables independientes ç « y 
viene dada por las ecuaciones paramétricas 


z= z(u 0), y= (u ú, z= (u) 


Di, y) | du 97 
D(u v) | ôy ду 


en el entorno del punto Р (ио, o). En este caso la diferencial de de 
esta función (y, por lanto, sus derivadas parciales) en el entorno del 
punto P puede ser hallada a partir del sistema de ecuaciones 


dr D 
da q dut y do, 


di — D iu Lo, 


е ôz д2 
JEMPLO К о y, si 
E 7. Hállense rr Фу? si 


z—ucosn, yeu SONY, z—cv. 


44 lenomos 
Die y) |coov  —usenv| |, . 
Diu, o) sem» ОК |, ae gari geo 


Encontramos por derivación tres ecuaciones que ligan las diferenciales 
de todas las cinco variablos: 


de = cos vdu — usen vdv, dy — son vdu y u cos ode, 
di = cde. 
De las primeras dos ecuaciones hallamos dr 


__ сов v dy — sen v dz 
- " Ы 


dv 
Sustituyamos el valor hallado de de en la tercera. veuaciónz 


da= (cos и dy— son v dr). 


De aquí 


д _ ссозь 
dz uw › ay “ 
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2.44. Las funciones y e z de una variable indopendiente 
x vienen dadas por e] sistema de ecuaciones 


7а? J- y? — 3z? = A, dr Y 


a öy de ву dt b Ў 
Mállense ¿Es -=, == $ para £ 1, y - —2, 2-2. 


0. 


2.45. Las funciones y y 2 de una variable independiente z 
vienen dadas por el sistema de ecuaciones 


а | gh— 0. аз у + 302 = 1. 
Hállense dy, dz, d'y, dz. 


2,46. Lus funciones u y v de las variables independientes 
ze y están dadas implícitamente por el sistema de ecuaciones 


хи ys —1 z+ + u + p= 0. 


Hálense du, do, du, dv. 


2.47. Muéstrese que zm uE zi S =0, Si u= 
—3z—2 pz, 0®== x34. /24- 22. 

2.48. Hállense = y =, si =u -4 v, у=и—р, 
2= ut, 

2.49. Hálleuse = 3 = Si z—acosmoh v, y—ó6sen x 


xuehe, z-.cshv. 

2.50. Hállese dz, si e" cos v, y = e" son v, 2 = uv. 

2.51. Hállese dz, si z = u + u, y  u*- 0, z = u? + 
+ u (и == u). 

4. Cambio 
siderar las exp 
la necesidad de 
de unas і 


variables en las expresiones diferenciales, Al con- 
siones diferenciales nos encontramos a menudo con 

derivadas (que figuran en éstas) respecto 
s de Jas derivadas respecto de algunas 


vari 
JEMPLO B, Pranslormese la ecuación 
diy dy 

aV EE pe. c 

0- gata 


suponiendo <+ соз! 
< lšxpresemos das deriv 


las de y respecto de z mediante las 
derivadas de y respecto. de 


dy dy 
dy RE dt 
а= dr зт 
dt 
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dy 


d [dy du 
dy d t j- di (2) nud Baca 
dri а= (E) туристти 
(= 


__4_ dy cosi dy 
ETE ` dt ` 


Sustituyamos las expresiones obtenidas de las derivadas cu la 
ecuación dada y cambiando z por cos #, tenemos: š 


1 diy cost dy 1 dy ) 
—cost y М > zi 
бони) Casi dH wr dt 54 ( seni dt ^ 
o bien к=. » 
EJEMPLO 9. Transfórmese la ecuación 
=b, 
A Aen (2 J^ Я 
erando г como función e y, como un argumento, 
las deri- 


Expresemos las derivadas de y respecto a z mediante 
vadas de z respecto de у: 


de 


ES s] . 
E 


Sustituyamos estas expresiones de las derivadas en la ecuación dada: 


o bien 


EJEMPLO 10. Pásese а Jas coordenadas polares en la expresión 


¿EE 
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4 Tenemos 
z= req, = гзоп Фф, 


dz = cos p dr — rsen q dg, dy = sen gq dr +- r cos g dg, de donde 


‚ dy _ sen g dr-i-r cos g dg 
Y = z cospdr—rsongdo* 


Sustituyamos las expresiones z, y, y' en А: 


i senpdr+reospdp dr 
aM Irzr I ч 
sen р dr-+rcospdp _ Р Ч 
соз фаг геп фар Т 


гсозф. 


EJEMPLO 11, Transfórmese la ocuación 


0°: д%: 
ku. M 
£a PG 


pasando а las variables nuevas independientes u y v, si и = zy, v = s 


«4 Expresemos las dorivadas parciales do z respecto a теу on 
6rminos de las derivadas parciales de z respecto а u y v. 


Tenemos 
дш д_1 дш др 
= ауз бу р оо ЙУ 


De acuerdo con las fórmulas (3) obtenemos 


da da Qu y On Qo s д 1 
Jr pw dr 3e дт ди УР Ow у! 


Pa 0 (Or 0 [Ox Ou, 0 fôr) Ov _ 
lala) rue (95) = 
[1 Qu 1 д%: ды 4 1 
taa) (а а y 
Dz 9%: 1 2: 
=p? 10 
“ч дш + [TUN óvi* 


д: дг Qu д: Ov да 02 т. 


"Gp ди ду дурду ди" до у3? 


ды дуду (д [д dji aana 

дуз w (95) == (9 (&) 3s) T ФТТ) 

=a (T. ges -( ES, 08 qt: v) ata) 
диз Oy диду Oy  VOuóv Oy | Әр? ду} у% Ov y 
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g Jn LEE a 4; di 
(s dm дидо ду jv 


=a 20% ды 1 12 ды 25 


Qui y? дийг E Pa CU ys 00 ` 


Sustituyamos las expresiones obtenidas de las derivadas en la ecuación 
dada: 


t oho, Í 8 
ass n9 08 CD R 
did (v au? кй КУК 25) 
ды 2a? дь | з? ды | 2z д: 
а (а , 
y (= du VW Xue a ЯГ] 52) =0. 


Al simplificar рага z + 0 о y 0, ohtendremos 


дз (SU EET ЖЕТ Е 
dudo Эту до? dudo — 2u Ov" 


» 


IJEMPLO 42, Pransfórmoso la ecuación E 


tomando como variables nuevas independientes п= 22-2, v= 


=+++ y como función nueva, ш = ln z— (z 4- y). 

A Exprosemos Jas derivadas parciales de z respecto a д о y en Lér- 
minos de las derivadas parciales de w respecto a и y v. Con este fin 
deriveruos las relaciones dadas: 

du 2 (zdz--ydy), 
dr , dy 

dm — (t) 

dw c2 — de pag. 


'Jomando en consideración la fórmula (1) $ 1, tenemos 


дш ди dz 
uide agam FR, 
o bien 
д‹ дш [dz 
227 dd Se (m — (dz 4-dy), 
de donde 
ôw 1 w o, ôw 1 дь 
dz=s ( (2i) de (ur ge tI) ә). 
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Por consiguiente, 


дш 
до 


de (2 „de 1 


a 


м), NT EE TE 


ди 


— £ uz дг ys 
Sustituyamos las expresiones -— y -— en la ecuación dada: 
dz Ў y 


1)— (2092. 1. de 1))20—22, 


suponiendo z = 1/4. 
2.53. "'ransfórmese la ecuación 


dy 


dy y 
= C pp 


dz* 


TFA 


suponiendo z = tg l. 
4. Transfórmese la ecuación 


dy dy Фу dy (dy 
E ( a) de da3 паз ( dz 


considerando y como argumento. 


2.55, Transfórmese la ecuación 


(y! — yy = 2zy (1 +4, 
pasando a las coordenadas polare 


du du 


та tU 


2.56. Transfórmese Ја expresión w= 
pasando a las coordenadas polares. 
2,57. "'ransiórmese la ecuación 
dz 
ty) A — (z— y) H=0, 
(244) 7 (69) 7 =0, 


pasando a las nuevas va 


tables independientes н y v, si 


pP use ааз а 


к= | z 
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т А T д 
2.58. Transfórmesc Ја ecuación t-z 


ör ' 


pasando а las nuevas variables independiontes w y v, si 
иу, р = іх. 


2.59. Transfórmese la expresión w= 


Фи dtu 
dz 5 gy: 


pasan- 


do a las coordenadas polares. 
2.60. Transfórmese la oxpresión 


Pu, 1 Pu , ди 
dr 78 qa V dk ++ ur ? 


ш 


pasando a las coordenadas esféricas (г = p sen 0, y = q, 
2 = p cos Q). 3 
2.61. "'rausfórmese la ecuación 


üz 


(zy +2) +) =% yn 


tomando como nuevas variables independientes ш = yz — 
— ш, V=22—Y, y como función nueva, w = xy — z. 
2.62. Transfórmosc la ecuación 


dz 1 
Cy EY 


tomando como nuevas variables independientes u == 


v r y como función nueva, ш = 22 — g. 


63. Transfórmese Ja ecuación 


0% д2 
gap 5 e e 


y como función nuova, w= ze". 


1 
vable en cierto entorno. U (Pe) del punto Pa @$. 
para todo punto P (z... Zn) € Ç (Po) es 


Fórmula de Taylor, Si sina función f (P) es s | 
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Taylor 


гур) pos Вен чы. ооо Аша) Фу Pos E so Dza) 


"Ро Ату, > 


cl zu Aza) + dep (P, Az, ..., Ага) 


(n+1)1 


donde Az, — z, — zd, «+, Ar, = z, — zb, y P es un punto del 
entorno mencionado, 

Por ejemplo, en el caso de una función f (z, y) de dos variables 
zo la fórmula de Taylor en forma desarrollada se escribe como sigue; 


(0 


fe, d) f Gro voty U (za, YO еа) (во, vo) и) 
ep Ut Ge. о i — 2) 4-20, (za, vo) (е) (и) 


аа 9 от du) 


1 m ү 
Хш, 90 pp (®—5®\-ўу+@— z)" 


X (za 0 (2—20), wy) (2) 


El último sumando en la fórmula (2) (término residual) puede ser 
escrito más breve en la forma: 


о (p), donde p= y (z—zQ* + (y — vo 


(Jorma de Peano). 

En un caso particular, cuando хо — yn = 0, la fórmula (2) Шоуа 
el nombre de Maclaurt 
EJEMPLO 1, Desarróllese la función / (z. y) = 3? — hat — zy 
+ y2 4 10 z4- бу — 4 según la fórmula de Taylor en el entorno ч 

pudo ad). 
< Tenomos f (2, —1 . Caleulemos sucesivamente las deri- 
vadas parciales de Ja función dada y sus valores en el punto (2, —1): 


fe 0 822—102 0-10, fL, —1)=3; 


ш, 0) —r 245, he == 
Баб 0 = 62—10, RO, —0=3 
Ly Ю 


Ly E 022, fy Qs 
е5 N—=6 fe Í 2 —1)=6. 


Todas las derivadas posteriores son idénticamente iguales а cero. 
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A partir de la fórmula (2) obtenemos el desarrollo buscado 
Í (z, y) = 2 + 3 (z — 2) A- (u + 0) 1 (z — 2 — 
— e — 2) (z + 1) -+ (g + 1 + (z — 2. >» 
EJEMPLO 2. Desarrótlese sejrún la fórmula de Taylor en el entorno 


del punto (1, 1) hasta los términos de segundo orden inclusive, ln 
función 


HG, ) = u“. 
44 Тепешовз / (1, 1) = 1. Calculemos lus derivadas parciales de 


primer y segundo órdenes de la función dada y sus valores en el punto 
a, 4): 

ft n=yYly, A0 0-6 

Jy € y) may, Туб, 0=4 

Бх (z, 9) = ny, f (t 1)=0; 


f Dm dag) fn not 
Fig (RRA, fud, e 


Conforme a la fórmula (2) obtenemos 


ба, р) = 14-00 0) + (6 1) (y— 0-40 (р®), 
donde p= V (x — FUI. p 


3.1. Desarróllese f (z + h, y + k) en potencias posi- 
tivas enteras de A y k, si f (z, y) = ay?. 

3.2. Hállese el incremento adquirido рог la; función 
filz, y) = —а? + 2ay + 3y? — 6z —2y —4 al разаг de 
los valores z = —2, y = 1 a los valores z, = —2 + h, 
у = 1 + k. 

8.3. Dosarróllese según la fórmula de Taylor la función 
Í (ж, y) = 4% — 2y* + Эту en el entorno del punto (2, 1). 

3.4. Des zolies f (z +k, y + К, z+ 1) en potencias 
enteras positivas de h, k, L si f(z, y, z) = а + 2y? + 
+ 322 + xy — 2y3 + 3z — y — áz +- 1 

3.5. Desarróllese ¿gún la fórmula de Taylor la función 
f (z, y, z) = 2? + у? Y 2% — 2 (zy + zz + yz) en el en- 
torno del punto (1, 

3.6. Desarróllese ра la fórmula de Maclanrin hasta 
los términos de tercer orden inclusive, la función f (т, y) = 
= e” cos z. 

3.7. Desarróllese según la fórmula de Maclaurin hasta 
los términos de cuarto orden inclusive, la función f (x, y) = 
= sen z sh y. 
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3.8. Desarróllese según la fórmula de Taylor en el cn- 
turno del punto (í, 1) hasta los términos de tercer orden 
inclusivo la función f (z, y) = y/z. 

3.9. Desarróllese según la fórmula de Taylor en ol еп- 

torno del punto (1, 1, 0) hasta los términos de segundo orden 
inclusive, la función f (z, y, z) = In (ay -|- z?). 
.10. Desarcóllese según la fórmula de Taylor en el en- 
torno del punto (1, 1) hasta los términos de segundo orden 
inclusive, la función implícita z (e, y) que se define mo- 
diante Ја ecnación 


2% 4- Зуд — ár = 0, si 2(1, 1) = 


2. Extremo de una función. Una función n = $ (P) tiene un 
máximo (minimo) en el punto Pa (2% .-.. 39). si existe tal entorno 
del punto Po, para todos los puntos del cual P (s, . . ., Za), distintos 
de Pp, se verifica la d dad / (Py) > | Q^) U (Ру) < f (Р), ros- 
pectivamente). El i imo o el mínimo de una función [eva el nombre 
do extremo de la misma. 

Condición necesaria paru la existencia de un extremo. Si wna Tunción 
derivable j (P) aleanza su extremo en el punto Py, entonces en dicho 
punto 


V para todo k— 1, (3) 


fee (Pa +4 
Аг) = O idénticamente respecto de Az, . 


o bien dj (Pos Atn .. 


ОРУ Ag 
Los puntos, donde se cumplen las condiciones (3), se llaman pun- 
Los estacionarios de la función u = / (P). De este modo, si Py es un 
punto de extremo de la función & = f (P), entonces 0 bien Py es un 
punto estacionario, о bien en dicho punto la función no es derivable. 

Condiciones suficientes para la existencia de extremo. Supongamos 
que Py (e), . . ., 2%) es un punto estacionario de la función u — / (P), 
siendo dicha función dos veces derivable en cierto entorno del punto Po 
y Lodas sus segundas derivadas parciales son continnas en el punto P 
En este caso: 

1) si Ја segunda diferencial du (Py, Ary, «>, Ary) como función 
de Aru +...) Ázy, tiene signo constante, cualesquiera que sean los 
juegos de valores Алу, . . ., Az, no nulos simultáneamente, la función 
1(P) tendrá en P, un extremo, a saber, un máximo cuando 
u (Po, Ас Ary) < 0, y un mínimo, cuando dèu (Po, Any, ... 


1 Фа (Pa Ац, ..., Arn) es uwa función de signo variable 
Ary >> + Amy, ©з decir, admite tanto valores positivos como negati- 
vos, el punto 7, no será un punto de extremo de la función н =. f (P): 
3) si du (Po, Az, ..., Ах) >> 0 ú du (Da. Ani +. + Ay) < 
<0, con la pattienlaridad de que existen tales juegos de valores 
nulos simultáneamente, para los cuales el valor 

f (P) 


Ar... Ar. 
de la segunda diferencial se reduce a cero, entonces la función u 
puede tener extremo en el punto 7, y puede uo tenerlo (en este e 
necesita um análi onal para aclarar la cuestión). 

En el caso particular de una funció: 


ión de dos variables, las condi- 
ciones suficientes de un extremo pueden formularse de la manera 
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jonario de la función 2 == 
derivable en cierto entorno 
ciales san continuas 


siguiente. Sea Po (zo, yo) un punto esta 
== f (z. y), siendo dicha función dos усе 
del pmte Po y todas sus segund 
en el punto Ру. Introduzeamos f 


A — fax (ta Yoh B- f Gros yoh С Fiy o Ma) 
y 
D ~ АС — m. 
Entonces: 
1) si D > ü, la función z -= f (z, y) Пепо en el punto Pa (zo. jg) 
п éxtremo, a saher, un máximo si А < 0 (C < ü). y un mínimo, si 
A 0 (C0 
2) si D < 0, en el punto P, (zy, yu) no existe 
3) si D = 0, se requiere on análisis adicional 
EJEMPLO 3. Analícese el extremo de la Inc 


xt remo; 


s= r + а 


< Hallemos las derivadas parciales de primer orden y formemos 
stema de ceuaciones del tipo (3): 


0 


oz 


3(—y y 


0, 3( 


o bien 
zt =. у= 0, 
m — r= u. 
Resolviendo el sistema, hallamos dus puntos estacionarios: 
рү, о y Pa D. 


Hallemos las de les de segundo ord 

Maa, Pa 
br. = 

q D 


adas pare 


д; 
dy 
ante D- AC — B? para cada 


Gy. 


^ continuación Tormemos el diserimi 
punto estacionario. 


Para el punto P, 


° 2, 
Mj Sa, Qs Es 


C= 
ar |p, ard |P, 


dz 


ШЫ 


Pi 


Por consiguiente, en el punto P, no hay extremo. 
Para el punto P, 
— 0% 
92% |р, 
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Por consiguiente, en el punto P, la función aleanza un mínimo que 
es igual a 
zmin2l, 4 71-1 —3— —1. 9 
у=! 


Hállense los extremos de las funciones de dos variables: 
ч z = z° + ту + y? — 3z — бу. 
12. z = zy? (1 — z — у) (z > 0, y > 0). 
„ Z = 3 — 23 + 3y? + 4y. 
| s = ay Po 0, y > 0. 
z = z +y — 2 In z — 48 In у (z > 0, y > 0). 
‚ 2 = 23 4 Зду% — 15z — 12y. 
z = 239 — ay? + 51° + y? 
z = (2z, + y?) e- Gum, 
3.19. 2— 2— Ñ zi yi. 
Hállense los extremos do las funciones do tres variables: 
3.20. ш = z? + y? + 22 — 4z + бу — 22. 
3.21. и = z (1 — ж — 2y — 32) (z > 0, y > 0, 20). 
3.22. u =а+т+ү ++. 
Hállense los ах сёй de las funciones z definidas implí- 
citamente: 
3.23*. x? + y? j z? + 4л — 2y — ш — 7 = 0. 
3.24. 2х% + 2y* + z? + 8yz — z + 8 = 0. 


3. Extremo condicionado, La función u = f (P) = f (n, +. 
<<: Zp) tiene un mázimo condicionado (un mínimo condicionado) 
en el punto P, (20, - - .. 2%), si existe tal entorno del puo Po, para 
1003 los puntos tb del cual (P s= Po) que satisfacen la ecuación de 
enlace 


Фу (P) = qu s z) => 0 (—12.... m m < n), 
se cumple la desigualdad / (Py) > f (P) (/ (Po) < / (P), respectiva- 
mente). 


El problema de búsqueda de un extremo condicionado se reduce 
al análisis del extremo corriente de la función de Lagrange 


L (Zis c Zn ko c Am) = (Eis s Ta) 


m 
+ Y) Maa z, +++ zh 
k=l 


àn (& = 1, 2, -.., m) se denominan multiplicadores de Lagrange. 
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tremo con- 
aciones 


a de un е: 
des m 


Las condiciones necesarias para la existe 
dicionado se expresan per medio del sistem 


dL (P) 


ZA 
фар) 0 (k= 
a partir del cual pueden ser halladas las incógnitas 


As z aie 


а son las coordenadas del punto en el que puede haber 


© (i=4, 2... 1d 


TA 


T ам Ж 


donde zi, - 
un extremo condic 
Las condiciones 
cionado están asociadas con el anal is de 
ción de Lagrange d*L (кї, ..., 2$. b Ñ 
cada sistema de valores zf, ..., 2h Ap 
a condición de que dry, dr... o (ra satisfay 


alicientes para la existencia de extremo condi- 
i 2! diferencial de Ja fune 

o y de) para 

do de (4) 


daj=0 (k= 


had д 
x qu (22, 2e 0) 6) 


r 
Den 2 
para dei — ded H... de 0. А saber, la funció 
máximo cond ado en el punto Pe et. 29) 
toda clase de valores dry, . . ., dz Salisfaceu 1 
y no son nulos si mult&ocaniente se Пса la desigual 
den) < 0, y un min 
iones dil (af, о... rd 20... 


Г (P) tiene un 
empre que no 
condiciones (5) 

dae, Gt 


zh. M,. 
nado, si iis las m 
dej e s dry) >> 0. 

lin el caso de la función z = Í (z. y), cuando la ecuación de enlace 
qe v) = 0, la función de Lagrange tiene la [oi 


L (z, u, À) = f (z, у) + he (e, n 


Ki] sistema (4) se compone de tres ecuaci 


oL ДА 
$06 тро tent 


a de las soluciones de este siste 


0 a (Po) [AUDI 
Am | (Ро) EL (Pos А) Ey Ps Ke) 
Vj (Po) LT, Pos ka) Ds, (Pos ka) 
Si A< 0, entonces la función = - Í (z. p liene en el punto 


Py (zas yo) un máximo condicionado; si A >> U, se Liene en el mismo 
punto un mínimo condicionado. 
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EMPIO 4. Tiillese el extremo cond 
2y, ві c 
'ormemos da Б de Lagcange 


laz, À) = xd 2y + Mat + y2— 5). 


cionado de la función z = 


Tenemos s 1--2Àz, 
de 


El sistema de ecuaciones (4) adquiere la forma 
1 + 2% = 0, 
2 2y = 0, 
a+ у% = 5. 


istema tiene dos soluciones: z,-- — 


[o 


lb, уа, has — E . Puesto que Zi 


=2, entonces 
d, = 2, (dz? + ауд). 


Cuando Àj dL 0. Por ello Ja Función uene un mínimo 
condicionado en el punto Py (4, —2) y Zmin = 
= —1, iL < Ù. Por ello la función tiene un máximo condicionado en 
el punto P, (1, 2) y zs, = 5. 

O bien, de otra forma 

9G, y) zt ih —5, 


= AI, 272, фу (71, —2)= —4, 


= —5. Cuando А = 


, um 
=) para =i 


a —2 —4 
—-|-2 1 0|=2 >o, 
-4 0 4 


, la función tiene un mínimo condicionado en el punto 
mía, para el punto P, (1, 2) 


о 2 4 
A——|2 —1  0|——20-0. 
4 0—1 


es decir, P, (1, 2) es el punto de máximo condicionado. We 
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Hállense los extremos condicionados de las funciones: 


3.25.2 = х®-- у? — ay 4- z Бу — A parar i y + š 


3.26. z 


para z2.| j?--1. 


yz 
3.28. 2 = zy? para z + 2y = 


2x -| y para RR 
la + y — 22 pare Pe 


at аьа? para E = 


= хуг para z + y + z — 4, xy + yz + zz = 5. 
9.34*. Demuéstrese la desigualdad 

ay ГЕ yo 

жыр (рар, 


si z Z 0, у > 0, 22> 0. 


4. Valores máxime у mínimo de una función, 5i una función 
J (P) es dorivable en una región acotada y cerrada, entonces alcanza 
su valor máximo (mínimo) bien en el puuto estacionario o bien en un 
punto de frontera de la región. 

Б иык, Hállenso los valores máximo y mínimo de la función 
z == z3 + y? — 32у en la región 


0<:1<2, —1 < <2. 


< La región dada es un rectángni 
1) Hallemos jos pintos enta rios (véase el ejemplo 3): P, (0, 0) 
y Pa (1, 5). Los valores de la función en estos punti sta = —1. 
2) Analicemos la función en las [ronteras de la región. 
a) Cuando z = 0. se tiene z = y’. 1 es Imonútona cre- 
te y en los extremos dol segi ] toma los valores: 
—1, [а = 8. 
ndo т = 2, se tiene z 
тез de función en el punto esta 
mento [—1, 2]. Tenemos: z' = 3y2 


en la región dada, para у = V32] 

=8— 412; «| = 13; жуш 

E eds y E 24, se tiene z = 

> 0. La función es monótona creci 
2ке = 13. 

=) Cuando у=2 se tiene z= æ +8 — 6r Z = 33 — 6; 

0 para z = 1/9; 21 =8-4 VE 2 ln = 8, zlea = 


tu си 1- y? — бу. Jallemos los valo- 
en los extremos del seg- 
0 para g = 2, o bien, 


-: 8 i 21/2- 60 = 


2? 32 
le de 21,0 == —1 hasta 


== z 
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comparar todos los valores encontrados de la función con- 

13 en el punto Q, —1); 2, 1 on los puntos 
ü, 1) y (0, —0.» 

EJEMPLO áles deben ser las dimensiones de un baño roc- 

tangular abierto, de capacidad V dada, para que su área de superficie 

menor posible? Hállese este área. 
baño tiene forma de un paralelepípedo rectangular. 
dimensiones. Dado que el volumen V = zyz está prefijado, 


min 


fie 


El problema se reduce a la búsqueda del minimo de la función $ (z, y), 
siendo, de acuerdo con el sentido del problema, z > 0, y > G. 
Resolviendo el sistema de ecuaciones 


g: 2V , 
Se. g) — 10, 


2V 
spG. п=—®г+е—0, 


hallamos ol punto estacionario z, 


o= 27. Comprobemos el 
cumplimiento de las condiciones su 


ntes del mínimo: 


Six (a p) = 


v еЗ AV 
$0820 n= Sys n= + 
Por consiguiento, 


Ass Sia (32V, 5 27, 
c=s; 2v, 3 27 


, (2v. y3y) 1, 
De AC—B-4—1»0, A0. 


Así pues,-la [unción S (z, u) tiene mínima рага т== у=} 2V; y por 
ра 
› Уу. 


3.35. ПАПеѕе el valor máximo de la función z = 7 — 
— 2y 4- 5 en las regiones: 

a)zÉmÜOymOr x 

b) z< 0, y 2 0, y — z < 
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3.36. Hállense los valores máximo y mínimo de la fun- 
ción z = z? + y? — zy — z en la región x 250, y > 0, 
z+ y < 3. 

3.37. Wállense los valores máximo y mínimo de la fun- 
ción z = ay en la región a? + y? < 1. 

3.38. Hállense los valores máximo y mínimo de la fun- 
ción z = ay? en la región z? + y*« 1. 

3.39. Reproséntese el número posilivo a en forma de un 
producto de cuatro factores positivos de uns manera tal 
que la suma de sus magnitudes inversas sea mínima. 

3.40. Hállese un paralelepípedo de volumen máximo 
entre todos los paralelepípedos rectangulares que tienen una 
suma dada de longitudes de las aristas igual a 12a. 

3.41. Hállese un paralelepípedo rectangular que teng: 
un volumen máximo, si Ja longitud de la diagonal del par: 
lelepípedo es d. 

3.42. Wállese tal punto. dentro de un enadrilátero, para 
el cual la suma de los cuadrados de Јах distancias entre 
dicho punto y los vértices sea mínima. 

3.43. Un paralelepípedo rectangular que tenga el mayor 
volumen posibie inseríbase en wna semiesfera de radio R. 

3.44. Un paralelepípedo rectang gue tenga un. voln- 
men máximo inscríbase en un cono circular recto euyo radio 
de la base es / y la altura H. 

3.45. Hállese un triángulo de área máxima entre todos 
los triángulos que tienen la base a y el ángulo a en el vértice. 
3.46*. En la elipse z*- 9g? = 9 hállense los puntos 
más y menos alejados de la recta 4z -j- 9y = 16. 

3.47*. En la elipse zx -+ 4y? = 4 están dados dos puntos 
A (—V 3. 0.5) y B (1, 13/2). Hállese en la misma elipse 
tal punto С que cl triángulo ABC tenga un área máxima. 

3.48. Determínense las dimensiones exterior 
n cerrado, que tiene un espesor dado de 
y un volumen (interior) Y, de modo 
material que se gasta para su fabricación sca mínima. 

3,49. En un plano están dados m puntos materiales 
Pi (ж, Yad Ps (za Y) +. s Pn (Ens Yn) cuyas masas sou 
ту, my, ..., Mp, respectivamente. ¿Cuál es Ја posi 
del punto P (z, y), para la cual el momento de inercia 
del sistema respecto del punto P sea vl mínimo? 

3.50%, Los puntos А y B están situados en diferentes 
medios óplicos, separados uno del otro por el plano А,В, 
(fig. 69). La velocidad de propagación de la luz en el primer 
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medio es vy, y en el segundo, u>. Aplicando el principio de 
Fermat, según el cual el rayo Juminoso se propaga a lo largo 
de aquella línea AMB, para cuyo recorrido se requiere el 
mínimo de tiempo, dedúzcase la ley de refracción del rayo 
luminoso. 

3.51. Aplicando cl principio de Fermat, dedüzcaso la 
ісу de la reflexión del rayo luminoso de un plano en un me- 
dio homogénco (fig. 70). 

3.52%, Si por un circuito eléctrico de resistencia Л 
pasa una corriente 7, Ja cantidad de calor que se desprende 
en una unidad de Liempo es proporcional a /?R. Delermínese 


Vig, 69 


¿cómo se debe ramificar la corriente Í en las corrientes 
dy La ..., f, con ayuda de п conductores cuyas resisten- 
cias son Ry, Rg ..., Hp, рага que el desprendimiento 
de calor sea mínimo? 


5. Aplicaciones geométricas de las derivadas parciales. Se llama 


plano tangente a una superficie en el punto de ésta (punto de 1un- 
gencia) un plano, que contiene en sí todas las langentes a las curvas 
trazadas en la superficie por el punto mencionado. 

Se denomina normal а la superficie recta perpendicular al 
plano tangente y que pasa por el punto de Laugencia. 

Si la ecuación de la superficie tiene la forma 


F (z. y, 2) = 0, 


la ecuación del plano tangente en el panto Ho (rg, Mos 5) fs 


20) (Y > og) 
E Cos ge Zo) — 20) = 0. (% 


| Fy lto Ya 


+ 


Fg (бө. Ym 20) (®—— to: 
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Las ecuaciones de la normal es: 


2—15 í y—Yo = t- is А 
Pa (Zo, Vos ma) Руб Vos 2a) Fi(te des Zo) 


(6) 


Em el caso de que una superficie sea dada en la forma explícita 
z= f (z, y, 


la ecuación del plano tangente en el punto Mg (ra. Yo zo) tiene. por 
expresión 


z — Zo = fe (т, Yo) (z — 20) + у (Tor Yu) (U — 1o) 


mientras que la ecuación de la normal será 


LT 


H—Wo 2% 
fx (zo, y 


fy (Tor Za) 


EJEMPLO7. Hállense las ecuaciones del plano tangente у de la 
normal à la superficie 


a3 — 202 — Rat , zy | ys — 2zs 116—0 
en el punto. M (1, 2, 3). 
< Desigmando mediante # (z, y, z) el primer miembro de la 


ecuación de la superficie, halloinos las derivadas parciales y sus valo- 
ros en el punto M: 


Eolo, y, 2) = 2r 4 y — 22, F£ (i. 2, 3) = 
Py (т, у, т) = Ар z TP z, r, 
Fi (e, gs -6+y—2r.  FiQQ2.2) 


Según las fórmulas (5) y (6) tenemos 
—2(r—1) ^12( — 2) 1866 — 3. 0, 6 
z— бу -i 92 — 06 —0 


lo que representa la ecuación del plano tange 


6 


12 —18* 


os la ecuación de la normal. p> 
Se Пата punto singular de una curva plana f (z, y) = 0 el punto 
М (ту, Yo) cuyas coordenadas satisfacen el sistema de tres ecuaciones 


f (za Ww) = 0. fe Gr Yo) = 0, fp (o ua) = 0. (7) 


Supongamos que las condiciones (7) quedan cumplidas, los núme- 


ros 
A 


по Lodos son iguales a cero y 


х Ges o). В fy Ges v), C = foy (zo. Yo) 
= AC — B°. En este caso: 
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720, W será un punto aislado (fig. 74). 
j À < O, M será un nudo (punto doble) (fig. 72). 

sia OM o bien un punto de retroreso de primera especie 
(ig. 73) o de segundo especie (Tig. 74). o bien un punto aislado o de auto- 
adherencia (g. 75). 

Ый coelicients 
singular se halla a partir de 


A ~ 2Bk + Ci? = 0. 


j/ deia tangente a In curva en un punto 
ecuación 


Vin el caso de un punto aislado uo hay tangente, en un nudo hay dos 
en un punto de rebrocese y en un punto deaulo- 
ente común a las dos s de la curv 


Fig. 74 


ión sobre el tipo de punto singular 


SPA n, para resolver la cue 
en cierto 


se dohe estudiar la disposición de los puntos de Ја curv 
entorno del punto singular 

lin el caso de una curva trans ie pueden haber también 
otros lipos de puntos singulares; puntos engulosos, puntos terminales, 
eto. 


EJEMPLO $. Analícense los puntos 


(3 | m (r -- a — US$ — 0 (асо, b > 0). 


seulares de la concoide 


ecuación mediante / (г, y), 
mos à cero: 


< Designando el primer miembro de la 
lalleinos das derivadas parciales y las igu; 


MG.) E a) (22 4 n - 205 - 0, 
hi y) ~ 2y (x — a — U. 
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liene un. punto 
Hallemos las segundas PEU 


Дх (z, n) = 2((к— D? F 2r(r —а) F ze s 

Zr (r — n) — 02), 
Fay (т, y) — Ag (z = а), 
Igy (z, y) = 2 (z а). 


Caleslando sus valores en el punto (0, obte: 
E = 2à2, A = AC — B? -- Ла { 
EN >0 y el punto O está. aislado 
U y el punto O es un nudo (fig, 77). Sia — b, 


yA 


y 


miu Nac 


Fig. 76 Fig. 77 Vig. 78 


entouees À — 0. Hallemos el coef 


nto angular de la tangente: 


b? а? 


2 (4212) 42042 =O, k °, 
es decir, la tangente coincide con el eje Ол. 
De la ccu ль de la curva ubtenemos (para a bì y- 


тг e Py, por ende, la curva es simétrica respecto 
dol eje Oz (0 ar < ate < z < 2a). l'or esta razón 


do u b, 
f) se 


c 
wn punto de retroceso de primera especie (Fig. 78). n 
Se denomina envolvente de una tunm. lia de curras planu línea 
(o conjunto de varias líncas) que teca. todas las curvas de la ГЕШ 
dada, siendo cada punto de ella un want de tangent ia. 
Si una familia de corvas de un solo parámetro ¿(a y 0)-0 
liene una envolvente, la ecuación de esta última puede obtenerse 
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Lema de ecuaciones 
Га. d, 2) — 0, f£ G, s. 0) = 0. (8) 


Eliminando del sistema (8) el parámetro æ, obtendremos la ecuación 
de la forma D (z, y) — 0. La curva que so determina por esta ecuación 
lleva el nombro de curee discriminante. Una curva discriminante se 
compone de nna envolvente y de un conjunto de puntos singulares de 
la familia dada. 

EJEMPLO 9. La ecuación de la trayectoria del movimiento de un 
proyectil lanzado desde ef punto O con nua. velocidad inicial v, for- 
do el ángulo & con relación al horizonte (sin tomar en conside- 
п la resistencia de а 


a partir del s 


Considerando œ como parámetro, hállese la envolvente de todas las 
trayectorias del proycetil dispuestas en im mismo plano vertical. 
«44 Tenemos 


De la segunda ecuación 


ый gini 
BEUA E TET M 
amos la ecuación de ja envolvente (рага de seguridad): 


Sustiluyendo en la primera ecuación, ha- 


3.53. Hállense las ecuaciones del plano tangente y de 
la normal a las siguientes superficies en los puntos que se 
indican: 

a) z = sen z eos y en el punto (л/4, 20/4, 1/2); 

b) z= e:9" en el punto (1, л, t/e). 

3.54. Hállese la distancia entre el origen do coorde- 


гоя z 
nadas y el plano tangente a la superficie 2 =ytg- en el 
punto (8, a, a) 

рип т, © a) E 
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3.55. Hállense los ángulos formados por la normal 
a la superficie z arctig = en el punto (4. $ X) con los 


ejes de coordenadas. 
3.56. Para la superficie 2 = 4z — xy 4- y? hállese la 
n del plano tangente р ralelo al plano 4r 4- y + 22+ 


7. Hállense las ecuaciones del plano tangente y de 
la normal a las siguientes superficies en los puntos indi- 
cados: 
а) х (y + z) (ху — z) + 8 = 0 en el punto (2, 1, 3); 
) 2*/ 4- 257 = 8 en el punto (2, 2, 1); 
= 0 en los puntos de inlersección con 


-2 | 6y=4 hállore la 


n de la normal paralela a la recta = =+= 


59. "Hállense en la superficie 22 + 2y* + 3z? + 2ay + 
+ 222 + Луз = 8 los puntos, donde Jos planos taugentes 
son paralelos a los ejes de coordenadas. 

3.60. Muéstrese que los planos tangentes a la superficie 
a5 q y -p 228 == a cortan en los ejes de coordenadas 
los jegmonto euya suma de los euadrados es constante e ignal 
a a°. 

3.61. Bállense las ecuaciones del plano tangente y de 
la normal a las siguientes superficies, dadas paramétrica- 
mente, en los puutos que se indican 

a) z = r cos q, у = rsen g, z = гео en el. punto 
(ль. Po); 

2 и COS v, 


y = u sen v, 2 — ар cn ol punto (uo, Vo). 

3.62*, ¿Cuál el ángulo que forman al intersecarse el 
cilindro x? > y? = а? y el parabaloide hiperbólico bz — «y 
en el punto común (zs, yo. Zo)? 

3.63*. Muéstrese que las superficies siguientes son orto- 
gonales dos a dos: 

а) + y* + 22 = дах y а? - yi + 2° = 20у; 

b) zyz = a? y 22? = zt Y y? p f (02 — y 

с (z?--2y?). 

ingulares de las curvas: 


€) ay = az, 22 + у? + 22 = b y 2 + 24% 
4. Aualícense los puntos s 
3.64. 22 t y? = аз + ух. 

3.65. y? (аз -- a?) — а (a? — a?). 3.66. a? -l y? == a*. 
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3.67. y? = (z — 1}. 3.68. (y — 222)? = 25, 


3.69. zF ad. 3.70. y? 
3.71. 8.72. 
3.73%. y 3246. yc. 


3.75. llálles 
ат Loa 

3.76. Wállese la envolvente de la familia de las rectas 
= соз « + y sen = p (p = const, p > 0). 
3.77. Hállese la envolvente de la familia de las circun- 
ferencias z (y — CP - R° (В = const). 

3.78. Tlállese la envolvente de la familia de las parábolas 
у? = 2pz + p°. 

3.79. Há ese la envolvente de la familia de las pará- 
bolas y = 30 | az — 22, 


la envolvente de la familia de las rectas 


Hálleso la envolvente de la familia de las elip- 
we 


1 (1— const). 


3.81 
cias que pas 
centro dispuesto en la 


la envolvente de la familia de circunferen- 
an por el origen de coordenadas y tienen su 
ábola у? = 4 
3.82. Analícese el carácter de las curvas diseriminantes 
de ja familia de las líneas siguientes (C es un parámetro 
variable) 
a) parábolas eübicas y — 1 — 
h) parábolas semicübieas (y — C) 
c) parábolas de Neil (y — 1° 
d) estrofi (а — z) (у — CY 


OS 


$ 4. Números aproxima 


»peraciones con ellos 


4.Errores absoluto y ic 

una aprozimación del número A. Por ejemplo, A = р. y a 

Cuando a > A, el número а se llama aprozimación por exceso; 

а < A. aprozimación por defecto. Así, el número 1,73 cs 

mación de y: 3 por defecto, y el número 1, 

El error absoluto de la : 

determina por la igualdad 
A=la—Al 


ivo, Supongamos que el número a es 
1,7. 
ando 
за aproxi- 
aproximación por ëxceso. 
oximación (del número aproximado) a se 


Por cuanto el número exacto À es en muchos casos desconocido, 
tampoco se sabe el absoluto A; no obstante puede ser indicada la 
cota superior del error absoluto. La menor de las cotas superiores Ay 
del error absoluto leva el nombre de error absoluto límite. En los cál- 
culos prácticos como error absoluto límite A, se toma con frecuencia 
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uma de las cotas superiores. Tiene lugar la inclus 
$ A € la — As a4 Aj. 


la cual se anota habitualmento en la forma A -= 4 Д. Por ejemplo, 
V3 = 1,7321 + 0,0001. 


El error relativo del número а se determina por la igualdad 


6. 
a 


De un modo análogo se determina también el error relativo límite 


e. 


Por ejemplo, para А = /3 y a = 1,7321 


0,0001 
ба pog = 0 00006. 


En la notación decimal de un número se llama cifra significativa 
o signo cualquier cifra distinta de coro. El cero se considera cifra sig- 
nificativa sólo en cl caso cuando se dispone entro las cifras siguificali- 
vas о está más a la derecha de todas las cifras significativas, 

Se denomina redondeo de un ni ro la sustitución del mismo por 
otro número que tenga menos cifras significativas. Al redondear se 
observan las siguientes reglas: 

) si la primera de las cifras desechadas es inferior a 5, los signos 
que se conservan se dejan sin cambios; 

2) si la primera de las cifras desechadas os superior a 5, el último 
de los Signos que se conservan so aumontan en 1 

si 


1 la primera de las cifras dosechadas es igual a 5, mientras que 
entro las cifras que la siguen hay algunas distintas de cero, el ültimo 
de los signos que se conservan se aumentan en 1; 

4) st la primera de lus cifras descchadas es igual a 5, mientras que 
todas las cifras que la siguen son ceros, el último de los signos decimales 
que so conservan se aumentan en 1 cuando es impar y se deja invariable, 
cuando es par. 

Si el error absoluto de un número aproximado a no sob pasa la 
unidad del orden expresado por la m-ósima ignificativa en la 
notación decimal de esto пішого, entonces a so llama número poseedor 
de n signos justos en el sentido amplio. En cambio, si el error absoluto 
no es superior a la mitad de la unidad dol orden mencionado más arriba, 
entonces el número aproximado a lleva cl nombre de número que tiene n 
signos justos en el sentido estrecho. En tal caso para ol error relativo 
límite Š, se verifican las desigualdades 

у 


MENU 
Sr (ss) y 
mbas desigualda- 


en el primer y segundo casos, respectivamente; en 
les k significa la primera cifra significativa del número a. Vicoversa, 
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si e) error relativo límite satisface la desigualdad 


1 1 


el número aproximado correspondiente a, cuya primora cilra significa- 
tiva es k, tiene n signos justos en el sentido estrecho. 


4.4. Hállense los errores absoluto y relativo de Jos 
siguientes números aproximados obtenidos durante las medi- 
ciones de: 

a) 23,015 kg; b) 84,5 ош; c) 2515". 

4.2. Al medir la longitud de un trayecto se ha obtenido 
el resultado 25,2 km con exactitud de hasta 2 m, y al medir 
un área (levantamiento fotográfico aéreo) se ha obtenido 
el resultado 1500 m? con exactitud de hasta 30 тп, Calcálen- 
se los errores absoluto Jímito y relativo límile de ambos 
resultados. 

4.3. Al medir la longitud de un tramo de camino de lon- 
gitud 10 km se ha cometido un error igual a 40 m, y al 
medir el diámetro de una tuerca de 4 cm de diámetro se ha 
cometido un error igual a 1 mm. ¿Cuál de estas dos medi- 
ciones será más exacla? 

4.4. ¿Cuáles son los errores absoluto límite y relalivo 
límite de los números aproximados obtenidos al redondear 

a) 36,1; b) 0,08? 

4.5. Redondéense los números 29,15 y 3,25 hasta el pri- 
mer signo decimal tras la coma. 

4.6. Redondéense el número 5,3726 hasta las milésimas, 
hasta las centésimas y hasta las décimas partes. Hállense 
los errores absoluto y relativo de cada uno de los redondeos 
citados. 

4.7. Redondéense hasta las tros as significativas 
los siguientes números: 0,02025, 1876 599983. 

4.8. Determínese el número de signos justos en el sentido 
estrecho y dése la notación correspondiente de los siguientes 
números aproximados: 

а) 413287,51 con una exactitud del 1%; b) 0,0794 con 
una exactitud del 2%. EZ 

4.9. ¿Cuántos signos debe tener cl número }/21 para 
que el error relativo límite no sobrepase el 1%? 

4.10. ¿Cuántos signos deben tener Jos números 10 40 y 
arctg 2, para que su error relativo límite no sobrepase el 
0,1%? 
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2. Operaciones con números aproximados, Sea и = f (д, т... 
-. -+ Zn) una función derivable en la región que se considera. Entonces 
el error absoluto límite A, del valor de la función se determina por la 
correlación 


x 
of 
м У |А qn 
k=l 


donde Ayp son errores absolutos límites de los valores de los argumen- 
tos correspondientes, Para el error relativo límite tiene lugar la igual- 
dad 


[@ 


EJEMPLO 1. Hállense los errores absoluto límite y relativo límito 
del volumen de un cono de radio r y altura h, si r = 15 + 0,02 cm, 
h = 19,1 + 0,05 cm y z = 3,14. 


< Tenemos олз = 4408,1 cm”. Teniendo presente que 
r=15, h=19,1, 1=3,14, A, =0,02, Ap=0,05 у As 0/016, halle- 


ov 4 »' 2 ôv 

—= 3h = 1432,5, === =59 — ° = 
тоз = ho 1430,5, T mrh= 59074 y Drop ян 
12355. Aplicando la fórmula (1), obtenemos el error absoluto 
milo 


ón 
LS 


[e| 26,06 ста, 


El error relativo? límite puede determinarse a partir de la igualdad 


De este modo, v —,4498 + 26,1 cms, p 


Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 

4.11*. El error absoluto límite de una sama es igual 
a la suma de los errores absolutos límite de los sumandos. 

4.12*. Jl error relativo limite de un producto es igual 
а la suma de los errores relativos límite de los factores. 

4.13*. El error relativo límite de [a n-ésima potencia 
es n vecos mayor que el error relativo límite de la baso. 

4,14*, El error relativo límite de un cociente es igual 
a Ja suma de errores relativos límite del dividendo y del 
divisor, 

4.15*. El error absoluto límite Ay, de un producto uv 
satisface la correlación Aj, = Aue + Ayu. 
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Realícenso las operaciones indicadas sobre los números 
aproximados cu los cuales todos los signos decimales «оп 
justos en ol sentido ho: 

4.16. 130,0 + 0,255 í 1,1522 + 41,84 + 11,8216. 

4.17. 17,85 -r 1,07 + 1,1-10*, 4.48. 153,21 — 81,329. 

4.19. 61,2 4.20. 35,2-1,748. 

4.21. 65,3-78. 4.22. 7,6 : 2,314. 

4.23. 170 : 5 4.24. 40,5%. 

4.25. Y 54,74. 

4.26. Al medir el radio de un círculo con una exactitud 
de hasta 0,5 ст se ha obtenido el número 12 cm. ITállense 
los errores absoluto y relativo del área del círculo. 

4.27. Determíaese ol error absoluto del logaritmo deci- 
mal de un número aproximado z culculado con un error 
relativo 6. 

4.28. ¿Con qué error absoluto límite se deben medir los 
lados de un rectángulo а az 4 m y b 25 5 m, para que su 


área S pueda calcularse con una oxaclitud de hasta 0,1 m°? 


< Ponemos: S = ab y AS == 0,1. Suponiendo iguales los suman- 
dos en la fórmula (1), obtenemos 


ди 
dx; 


А 
===, de donde Az, 
n 


(principio de igual. efecto). Por ello, calculuudo las derivadas par- 


ciales UE jah y 


—4, hallamos quo 


da дь 
u 6,1 
Asl, Ay i 0,0125, 


Ropartiendo el númoro 0,1 en la fórmula para A, entro dos surnandos 
en partes no iguales, sino de algún otro modo, obtendremos otros 
valores para A, y Ap, quo asoguran, no obstante, ol mismo error 
absoluto. p> 


4.29. ¿Con qué error absoluto se debe medir el lado z 
de un cuadrado para delerminar el área de este cuadrado con 
una exactitud de hasta 0,001 m?, si 2 m < z < 3 m? 

4.30. Calcúlese la densidad de aluminio, si un cilindro 
de aluminio de 2 cm de diámetro y 11 em de altura tiene una 
masa igual a 93,4 g. El error relativo de modición de las 
longitudes es igual а 0,01, y el error relativo de determina- 
ción de las masas os igual a 0,001. 
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4.31. ¿Con qué exactitud dehe determinarse el radio de 
la base 7t y la altura 77 de una lala cilíndrica para que su 
capacidad pueda ser calculada con una exactitud de hasta 
el 1%? 

4.32. ¿Con qué exactitud se debe Lomar el valor aproxi- 
mado del ángulo z az 25° para determinar el valor del sen т 
con cuatro signos juntos en e) sentido estrecho? 

4.33. ¿Con qué número de signos juslos en el amplio 
sentido debe tomarse el valor del argumento z zz 2 рага 
obtenor el valor de la función у = e“ con una exactitud de 
hasta 0,001? 

4.94. ¿Con qué número de signos justos debe conocerse 
cl término independiente de la ecuación 22 — 2r + Ig 2 = 0 
para obtener las raíces de esta ecuación con cualro signos 
justos en el sentido estrecho? 

4.35. Se pide medir con una exactitud de hasta el 1% 
el área de la superficie lateral de un cono truncado cuyos 
radios de las bases son =2 m y =4 m, mientras que la 
generatriz os igual aproximadamonte a 5 m. ¿Con qué oxacti- 
tud se deben medir con oste fin los radios y la gencratriz 
y cuantos signos debe lener el número л? 


HESPUESTAS. 


Пел 0<у<р, 
Э c8«nn. 


e 14. j^ ДЗ, 


HSR 4.6. 14у < R. 1.7. ауз ha. 
19. (абру. Т0. хус. AÑ ¿<S 


142. Las franjas — «x +2ka (k oes oro 


enter). $13. 0<;з2-Ьу%421 para 0 <a< 1, PA рага 
421. 1.44. Dos fugulos obtusos opuestos por cl vértice y for- 
mados por las rectas y=0 e y= —27, incluyendo la frontera sin el 
vértico común (0, 0). 145. s +029. 146. El triángulo 
curvilíneo formado por la recta yar? у las parábolas y3— + 7, 
excluyendo el vértice (0, 0). 147. Lyan. 1.48. La parte 


do un plomo comprendida entr: los 


а. л 
Wees. y кету 


1.20. бар 


l cubo n-dimensio- 
lipsoide n-dimeu- 


<t 1.2. f(2, 1)=1/4 f0, 2)=4; 


1. 1.25. }(—8,4)= 
21. 427. j= 


+ < Designemos u= 


" аў 
sional — 
ai 
18,2 0; J (2, 3) =o; f (а, а) — f (a. —а) 
= — 24/25; J. идд б, D. 126. Y 
әв, 20-2 
1.28. LEE 


=z? 


a= 24 (ay 


LN . OE. E „р 
cda vum. Entoneos, z= үс, yep, 0 уа 


. Resta dar el nombre z e y a las variables 


_ eo) 


a) а®—2ш%у%--2%; b) 41302. — 1.34. а) соз 227 
132. —6. 133,1. 1.34. 0. 4 е. 1.36. 1 


137. Vim ess La lo largo de la reeta у= kai Yün z=3 раги k= 
xou Ti 

4/3; lim 2«2 para k= 3/2; Иш —2 para 

Ка 12, No 10 [ET 

Исеве lu variación de z o Y on la parábola у= 1,44. (1, —1). 

1.45. (m, n), donde m, n€ ¿ 1.46. Las líneas de discontinuidad 


son las reclas z—km e y nm, donde k, m € 1.47. La líuea de 
discontinuidad es la circunferencia а у= + 1.48. Las líneas de 
discontinuidad son la recta z+y=0 y la parábola y*—z. 1.49. 
аз líneas de discontinuidad son una circunferencia 724 y? y una 
hipérhola z?—y?=1. 1.50. Las superficies de discoutinuidad son 
los planos coordenados z —0, y=0, 2=0, 1.51. La superficie de 
poido AJE E 
at rx 
inuídad es el cono z24-y?—:?.-0. — 1.53. Lo р 
idad es el hiporboloide de una hoja 2° -|- 02—22 = 
de de discontinuidad es el hiperboloide de dos h 


discontinuidad es wn eli 1.52. La super- 


іе de discon 


55. E tap, E po, 
155, E = i do, == gi amp, 
My, uin PE am 307% 1 
-e ооу ТТЫ Асы 
@ A ы д í Pula 
-Fa он ж „ү wg 
ГА LEE д%; __ 3zg5 
AA ду apar Q aya 
"m Baty? д; 3; и 
A ыш Эш, 158. DEL ay) e, 
IRSA Ey dz 
д au D 
— 2) eX, «йг, 2а 
PEREA dc ME DM T. 
cosy? Oz — 2y sen y? дз __ 
CUTBOUa а c o4 
£ do 29 sen p° д1:  — 2seny*-FÁAy*cos y? 
= “ту ооо CAR E А 


o ôs д EE 
[ML 


= (0—10) ye (yo 0). — 61. 


2y дї _ Age) _д% 
аур) Coro (py ° дд, 


(22—03) 402, %__ysguz 
Tepo CO тә 
_2lely ða (yh—c?)sgnz д% 
ру, a WF CO Gp 
ди __ z дац 2:31 yti Pu _ 
de Aaa IT apar? блду 
E Bo LOA. iL, LR 
porem бт zia ду Y 
yy ди (Y Pe 40 (2) Pu 
x(z крк) a * A т}, зу 
£(2— 1) ( u y: Pu y y In Y (£u 0 09 (zy 
al ER xk 
Pu АЫ y Du itg Y 
ri чї шшш o) (een 
дн du 
5. ЭЕ o gue DH anin SE, 
1.65. PEE, 2er, Ст 
дї Vu и 
- LITT —= M—xn am 2244, 
ry? i, axi 0, ay 221414, od бауда, 
du Фи вч. s 
12232 = = зуйн, 42290, 
AS y A RR a 
д Ld aq den E 3, ды = 40222213. 1 , LM 
ТЕЛ < буса, гаг" Byz? ET Ба - 1.66. c 2)= 


CE» fO, 2-42, 3796 
1,67. fi(t, 2)==е(2е%—1), "iO 
Hy, 3) Bo, 5, (1, 2) 180, © 


хм (0, 1)=0, уш (0, 1)=0. 174 


;— (d 
4 BEA donde 

La арч dle 
garg = — 6 (0082--с0з 0). 1.73. ply РМ 038. 10080, 


1.85. J£(0, 0)=/у (0, 0)=0. 9 Compruébeso que la función os 
nula en todos los puntos de los ejes Oz у Oy y úsese la definición 
de las derivadas parciales. 1.86. @ Сонра Бао, usando las reg- 
las de derivación y la definición de la derivada parcial, que 


204.200 4h 
Бб, B=, ( AA ur) para z?-py? 0, f2(0, бузы, 
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y, por tanto, /2(0, 7) = —y. De aquí fz, (075) = fžy (0 0)=—1. Aná- 
lógamente hallamos que fg,(0, 0)—1. 1.87. A2=0,33, d2=0,3. 


TURO. ES  -———9 
pè (z+ V 29v?) 
1.90. dz —  — —;- (2x dy — y dz). 191. di X 


xu T (e dy—y da). 1.92. du= (z): (e + ела) ` 


1.93.4] = (х,— ху) z P777! In z, dz, r7 In ry In z da — zp" x 

Хіт: СЕ Es, 1.94. dj (1, 2, a 
2 

1.95. 829. 1.96. 2,95. 1.97. 0,227. 1.98. 82 m 1.99. Disminuirá 

en 1,57 ст, 1.100, Aumentará en 617,5 сл, 1401. dz= 3z (z-H2y)d74- 

"386i y» dy, da—=6 (24-р) de? 422 dedy—y dy?). 1.102. dz= 


К. " $ 4 
(dy do (ds ) 2 (а (э +)=®- 
z w {x-y} dz +zdy — ytda?--2zy dx dy — 22 dy? 
eia з). 1.108. da E de od) a, сиы Easy dedy stay, 
p Vr. ' (+ 21032 
йу—уй ы 1 


1,104. dea aE E e {у (222 -- y?) del 4-22 X 
x (y — 1?) de dy—3r?y 03). 1.105. dz=6% (y?4-ry+1) de + 
Tp G3H-2y4-1) dy), d'a — eV (y (02 dry 12) 0024-2 (d y) (yi 2) X 


X dz dy-Fz (a? 2y4-2) dy). — 1.106. dio (m1) ae de 


1 
2 z = 
44%. 1.107. di= ATEN х 


хед), do rg Qu 000 dit 2 Q8 22) x 


xdzdy—2x (x+y) dy?). 1.108. du = (y 4-2) dz +- (z+) dy + (24-4) az, 

diuc-2(dzdy4-dydz--dgdzr). 1.109. du = ezvz (yz drza dy + zy dz), 
diu = ext (yz de + zz dy + ту de)? + 2 (s dz dy +2 dy da +- y de dz). 
1.110. 452 = е7 (— cos z dz? —3 sen z dz? dy 4-3 cos z dz dy? + sen z dy”). 
(ti. фи = G (129 + dy? + di —34zdyd). — 1112. d'u = 


шар 
MU Ld 4443. ати = еах#жет (a dz-|-bdy 4-0 dz)". 


(carm c 
de de y 
diss (2 sec? t- 8 QI— d 20 (У 4а хс 
24, 5-40 (2 seo? 1-3 @t— 0). 2.2. q (La lnzcost). 
dio Зен (2—0) du _ а(в-Е2уй)— yate! LN 
23. > LEN M 122 DOM 
ë dio eel) од у de 
“ата” шо афа ARPA? dr 
Log (—2( 1: д: _„ que ушьү дг Inv, 
U^ d e 54 | ES ) dy 2 ( = f 
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HE). 2.8. di—(2uv-— v2) sen у — (и? — Zu) y son r) dz- (Quv.— 


д: i E? 

й) а cos y(u? —2uo) cos z) ey. 29. SS =2=fs (us 0 
a d: — 2r 

jj fi 9) 8i (0 9). 240. 27 a N 


LP А 
x fü (us DAI de arm deu (s o) a Qu, 9. 2 
ds = Бар, (u, v) — ufi (и, 9) sen (80) dz— (z sen Gu) fa (и. v) + 
1 " 

-"-"fj(u, v) dy. — 2.12. “= (es [E y Kx 
x (u, у) dz—zdy). 243. Фи (s9% (т, y, 2)-F2slg (r, Y 2)+ 
+f; (z, у, 2) de E y 2) tfo y DHB Y 2) at. 

ди 
2.14. E? à ) 
Efe (n za Za 24) Ui (ea za 8) А es 20 e Gne 2) 
ди 


=L EE MEER TTE H 


=I, s т» Za a+ Sg, o Te ta Ea) E o 29) | fz, (т, зз, 


Эт, 
Й ] 0% 
аз, Za) (hs (£y, Za Ea) 4 Маз (zo te z) ga (z TD) 249. uu 
$. д: " 
тайы Qs DA Bs (s eng fole h чууру =“ ^ш 0 


€ Lx i. (i M 2A 
— fen v)ó fa (и, Dl v), a Talh aux 


[ CONS 
X fecus 0 s fis Qs DEEE fis eh 220. s Hay Efi 


Ж " РОЩЕ ПЕР Т 
+ faa уе 221. a, 


g? + зт 9?u m 
"eByifis teli, -gr = stis + Aaa + Pla, pm nti 


Pu w TN 3 š , u 
Trig T а tt Face ttie t affa + Pela Tfi эу 
Pu " "ou. gii 
= ayfa t Wat ryza | afe E = ayfa + aia -i vfi). 


2.24. dau =4J° (t) (edo y dy 2 42f (y (dr? dy? dat). 2-25. 
diu = a*fj, dx? -- Vfz, dy? + etas dz? + Заһа de dy -|- 2acfis dz ds -| 

-F2Ucfss dy de. 2.26. d*a = (sen! y- ўла —2y sen z sou у. fac Y? SONi, — 
— y cos т fp) d24 (z son 2y-f5y 4-2 (Sen y cos r — су sen z cos y) ъ= 
—y sen 22- foo H2 (cos y: fu — seh г. }{)) de dy-- (23 cos? у-и 25 cos a X 


+ En las respuestes a los probl mas 2.21 y 2.25 mediante /1 y f; 
están designadas las derivadas parciales de la función f (фу (т, Y, 2), 
Wo (z, y, 2), Pa(z, y, 2) respecto a las variables ф; ó qí y Фу. 


501 


- a dy _ ghe re 
iss O E Я à E 
Е ДЕ а А 


2.08. ДЕ _ #cosz [son (2—0) dy з+у—1 dy 


de T атау аа 229. “ат a? dë 
Attn dy 1+ — wy 20+) s 
=рфурр 230 жє шыу a 
Pu sal da 
3" p 
NT IE exa) 
Os Br? ea 
2.34 Fil 0) 4-20 (u 0) да. _ Fú (u,u)--2yF; (u, v) 
ôro Palu, Шш, о)? бу Falu, v) + 2sF, (u, v)" 


EN ze*zf, (и, v) 
dr уи, о) Erelu w) 


"V. 2.86. dz= 


donde ame! y is, vat t 22. 2.35. 


% _ zia (u, v) 
dy иби, v) pep Qus v) ? 
zdr- zàl -H x22) dy 


= ima-s 237. de= 


donde z 


gz, v= 


y? (27-359) de -+ (By 4-269) dy 
y (e — ry) 


29 0—2) GA 
Gest 239. ут 
z 9 u 
img 240. a (0—09 Х 


"ND ваз) de 3 dz _ 5 
X dst Lay de dy4 (02—08) р). 2A => Шш, 


BEI 
K? di dq8- 


4х x 
2.45. dy = — ES iy 
2.45. dy БУ de 5 de, dèy 


zi gia Or Ey te, — (б de. 246, du = 
es MEL NS зла ë= 


dz La 
uio afe, 249. Æ — cos uci r, 
x a 


= =+ еи и сй. 250, dz—e-" (r cos p usen р} dz + (и cos v- 
ду b 

з 
-pesenv)dy). 25. di Jue di (u йй. A8 OTI 
—y=0. пла, FL ру FO. 2.5 255 гїш 
NER a O — 7а 
=н. 256. o= r S. 258. <= 


Pal „зл po P 1 ш SUS „ы 
e 259. = ЭИ Кө RU 2.60. w 
1 gu 1 2 ðu ,cigü ou „„ 

+ = D 2.01. 

ur е NETTE] Di рар V op Пп 


‚дщ 

2.62. ЖЕ =. 2.63. —— I MCN 
En p -H h, y +k) = zt yf Reyk | Zyhk д | hk*. 
у = —h? р Eoi E їз. [C A 242 15 (0 24 


+ 3B + hk — 9kl. 3.5. } (z, PES шш. i 1) +4 (2— 2) d 
+ G — 04 (y + puc P — 2 (z— (y +1)— 2(6— 1) x 


x(—2)—2(y11)(6—2) 36. f(x, y) 1-F 7 ч 


pl 
35^ 4s y (P — Baty) + о (P), donde p = Y IT 8.3.7. f (z, y) = 
== +3 E (zy? — Py) + о (09, donde p — | T yf 3.8. f (z, y) = 
=1— (1) + (у ite 08 — (а 0) 000) — (2—09 4 
+(— 1)8 (y— 0) 40 (09), dondo p S Т T — Ti. 
39. а =G DA D— 36 -1— 


- 40- TY! 4# 4 о (09), donde p = VG — 193 T (y — 19 Z, 
8.40. 2— 1 


4 $e- n—36— ies 


re- ge 


+0 (6%), donde p — 1 G — 49 (у — DE BAL smin = —9 cuando 
z= 0, y 3. 3,42 za, = 1/64 cuando z fA, y = 1/9. 343. 
Lavin = —4/3 cuando z = 0, y = —2/3. No hay extremo on el punto 
estacionario (2, — 344. zam = 30 cuando x= 5 
345. zat = 10 — 18 10 3 cuando z = 1, y = 3. 3,16, 
cuando z = 2, y = 1; zmag = 28 cuando г 
extremos en los puntos estacionarios (1, 2) (—1. -2. 


^7. 


* Zmin 7 
cuando х = y = 0. No hay extremos eu los puntos estacionarios 


(513, 0), (f, 4, (1, —4). 3. ias imin =0 cuando zy 
20-1 cuando z — +4, у = 0. No hay extremos en los puntos 


ioparios (0, 3-1). 319.204 "ando z = у 


r=y=2=47 REB uam = DWA y 
z == 2/4. 3,23. La соцасібп define dos funciones, de T cuales una 
tione un máximo (z,,, == 6) cuando z - —2, y = 1, y la otra, un 
mínimo (2 wu = п los puntos de la 


2) cuando z 
circunferencia (z + 2)? + (у — 19 — 16 cada una de las funciones 
@Las [unciones mencio- 


citadas tiene un extremo de contorno z -- 
nadas se definen en forma explícita mediante la igualdad z — 2 + 


F y quedan determinadas sólo on el 

YH (y — 1)2 = 16 еп cuyos puntos 
alor z — 2. Esto valor es mínimo para una 
imo para la otra. 3.24. La ocuación define dos 
una tiene un mínimo (г, = 1) cuando z = 0, 


funciones, d 


у= —2, y la otra, un máximo (аах = — 8/7) cuando z = 0, y 


16/7. 3.25. si, ^ —19/4 cuando z — y = —3/2. 3.26. z, = 


=2 cuundo == y 


= —11/2, y = t 


cuando z = 1/y/2, y = 
= 0 cuando z = 1, y = 0; zmay = 1/27 cuando 
—5 cuando z = — 2/05, y = —1// 5 


9 s 
` "min 


2 1//5. 3.30. umin = — 18 cuando 
—2, z = 4; шу = 18 cuando z = 4, y = 2, z = —4. 
3.31. unga = 4 cuando х= у = 0, z= +2; umag = 16 cuando 


= 0; no hay extremo cuando z = z = 0 ¢ y = 243. 
3.33. u ax = 2 en los puntos 


— 50/27 en los puntos (2/3, 5/3, 


#- 2" cuando z 


“лау 
1), (1, 2, 1), (1, 1 


@ 1, Я 
5/3), (5/3, 2/8, 5/3), (5/3, 5/3, 2/8). 3.34. e Búsqueso el mínimo de la 
función u = (+8 + 253 para z + y + z = 4. 3.35. 0) т = 
= 6 cuando z — 1, y = 0; b) z = 5 para z = y = 0. 3.36, z 


и, 


máx máx 
= 6 рага х = 3, у= 0 y cuando r= 0, y = 3; Za = —1 para 
z = = 1. 3.37. гау = 1/9 para z = y = +1/V E zn = —1⁄2 
рага z = HZ . tns. — 268/3) para z = 1/3, 


у= + y 273; s in > —2/(8 3) para z = —4/1/3,y = + 2/8. 
3.39. a— V а-у атр ат) 4. 3.40. Un cubo cuya arista tienelalongitud а. 
3.41. Un cubo cuya arista tiene la longitud d/y/ 37 3.42. Las coorde- 
nadas del punto buscado son iguales s medias aritméticas do las 
coordenadas de los vértices. 3.43. Las longitudes de los lados del parale- 


Jopípodo son: 22/1/ 3, 2n/ / 3; RI V 8. 3.44. Las longitudes de los lados 


del paralolopípedo son үз n, ND. 3.45, Un triángulo isósco- 


les en el quo el lado lateral es a/(2 sen a/2). 3.46. (—12/5, —3/5), 
(12/5, 3/5). eSustitúyanso lus condiciones suficientes de extremo por 
los razonamiontos geométricos. 


М5—1 14v3 
ya 2y3 
del área del triángulo en términos de las coorden 


€ Hágase uso de la expresión 


3.47. С ( 


tices. 348. z- и=22- V. 256. 349. г< 


quo el punto 27, por el cual el rayo pasa do un medio al otro, 
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а 


delorá encontrarse entre los puntos Ау у л, siendo AM =— 2 


BM= 


= y AM — а tga, В.М —blg. La duración del movi- 


miento del rayoes igual a z 


соз} 


a 


—— El problema se rednee 
m COS @ 


соз qr 


a la búsqueda del mínimo de la función / (x, В) =; 
NT 
З. =P. 3.52, Hiis. 


a condición de que atga -btg fic. 


ИТЕ JH. € Hállese el minimo do la función 
m” Fn 


fs, Ty, cod) RRA BR + А, si I lh... Du =1. 
1 


п n 
к= к= 


ае алый ==> = i b) z-Fes=2=0, 
2d = ла т 1 
Er 3.54. —. 3.55. cos «=-=, сов В 
š METE va * 
=—L, cos y=. з. Ах 4-22—78=0, 3,57. а) 2e+ 
ve” vë 
P шел. жы š 
pec Sep ert ty - b) sp —42=0, == 


(en el punto (o, ú, 0); 


Y ER (en el punto (0,0, —4p. B58, ETÈ = 


3.59. En Jos puntos (0, +2 


à F2 y8) los 
á 

planos tangentes son paralelos al plano Оху, en los puntos (+ 2, 
F4, +2) al plano (zz, en los puntos (+ 4, + 2, 0), al plano Oyz. 
fä Ero COS qa Y- ro SON Pa 

Gl. а Los - Ч =0, LE шш = 
BGL a) zcos qu y sen qus tgo 0, 2701 T WT 

ac IRE. gras pi ауе Cod Men анори, 2209.608 e 


—1g a a Sen v, 
sen v ara 2 4 
- 3.62. cosq = Un ángulo 
4 COS Tg Un 19 к 


formado por dos superficies en el punt 
ángulo entre dos planos Langentes tra; 
unto dade. 3.63. Las superficies se 
ajo un ángulo recto en cada punto de 
64. El punto aislado (0. 0). 3.65. El nudo (0, 0). 3.66. Un punto 

ado (0, 0). 3.07. El punto de retroceso de primera especie (1, 0). 
3.68. El punto de retroceso de segunda especie (0, 0). 3.69. El pnato 
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b: 
3. 


de antoadherencia (0, 0). 3.70. (0, 0) es un punto aislado, si a < 0; 
un nudo, si а > 0; nn punto de retroceso de primera espocie, sia= 0. 
a. w m nudo (0, 0). 3.72. El punto де retroceso de primera especie 


(1. 0). 3.73. Un punto anguloso (0, 0). а Muéstrose que imu y =0, 
Ум y =41. 3.74. Fl punto terminal (0, 1). © мово que 
4 

"lm y 4.3.25. y =Й. 3.26. 3 E t — pi. 3.77. 2 — ER, 
xn 


3.78. No hay envolvente. 3.79. y = 3 3.80. 2 + pp — Pp. 


3.82. a) La enrva discriminante y = Í es una 


constituye un conjunto de puntos de inflexión de la 
a; b) la curva discriminante se descompone en las rectas; 


envolvente 
familia da 


pra (la envolvente) e = z (el conjunto de puntos de retroceso 


de primera especie): 


с) la curva discriminante y = 1 es un conjunto 
de puntos de retroe 


о de primera especie y no es una envolvente; 
nte se descompone en las rectas: z = —a (la 
conjunto de nudos). 


A. 2) у. 0,004295; b) Í m 
0,002 km, б - 0,008%; 2) A 
AAA. а) 0,05, 0,44%; b 0,005, 6,. 
"соо. MEE TT 2)5 5,73, 0,002 
4.7. 202 , 188-1, 600-107, 
4.9. No n "e «ue con dos signo 
1 11. —A.15. на 
0 


0,12%; c) t, (ag 
30 m?, 8 — ter 
5%; 4. 


4.10. No menos que con 
fórmula (1), § 4. 4.16. 
19. No se puede realizar la sustracción: 
$ 3. 4.23. 3-10, 4.24. 66.108, 4.25. 7,397. 
4.26, <12x em, «8,376, 4.27. 70,436. 4.20. <0,17 mm. (2,7 + 
+ 0,1) weno. 4.31. De acuerdo con el principio de efecto igual, midase 
R eon el error relativo 0,25% y la altura J7, con el error relativo 0,5%, 
4,82. 12". A 4.35. De acuerdo con el principio de igual 
DITE signos justos 1 sentido ex trecho, 
mídause los radios con la exactitud de hasta 0,8 
con Ја exactitud de hasta 1,25 em. 


APBNDICE 


ZRIPCION BR: 


E DEL LENGUAJE FOI TRAN-IV 


El FORTRAN es un lenguaje algorítmico cómodo destinado рага 
resolver diferentes problemas aplicado La palabra «FORTRAN» 
está formada por las sílabas iniciales de dos palabras inglesas FORmula 
'TRANslator (intérprete de fórmulas). 

El programa en FORTRAN se anota, como regla, en uu formulario 
especial у de una sucesión do operadores, Para cada operador se destina 
una linea aparte. La línea dol formulario comprende 80 columnas 
(posiciones). En ausencia de forn os especiales, el programa 
FORTRAN se anota en un раро! corriente tomando en consid 
que cada línea debe comprender uo más de 80 símbolos y observándos 
las exigencias que ponen más abajo. El operador del FORTRAN 
ocupa las columnas del 7 al 72 inclu: Las coluinnas desde fa 
mera hasta la quin'a inclusive se des inan para la marca del фара, 
La marca que representa un número entero sin signo alguno puede 
escribirse en cualesquiera de las cinco columnas citadas. Los blancos 
dentro de la marca si ignoran. Si falta lugar para el operador en una 
línea, puede continuarse en la otra. Los signos de las operaciones ari - 
méticas no se repiten. La continuación de la anotación puede ocupar 
no más de 19 líneas, en cada una de las cuales se anota en Ja sexta 
columna un simbolo, distinto de 0 ó del blanco. Comúnmente se pone 
el número de la línea de continuación. 

Anotación de los comentarios. El programa puede contener 
rentes explicaciones que facilitan su lectura y asimilación. Los comeu- 
tarios se pueden disponer ea cualquier lugar del programa. En la pri- 
mera posición de la línea del comentario se pone obligatoriamente da 
letra G. Para la anotación de los comentarios se puede utilizar cual- 
mbolo del FORTRAN. 

construcciones principales del lenguaje PORTRAN c 
constituidas por los operadores. Estos se dividen en dos ela: i 
vos (ejecutables) y descriptivos (no ejecutables). Les operador 

vos indican las operaciones y el orden en que se ejeentan die 
ones. Los operadores descriptivos se utilizan para des 
magnitudes. indicar el tipo de éstas, su est retira, ele. 

Símbolos principales. A título de letras para la anotación de lo 
operadores se usan las letras mayúsculas del alfabeto latino: A, B, € 
D. É. F. S: K; T; 3; W v. 
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+, el signo de sumación, 
—. el signo de sustracción, 
* | el signo de multiplicación, 
+ el signo de división, 
< y tl punte decimal, 
Dada coma. 
( ` el paréntesis izquierdo (abrir paréntesi 
) . el paréntesis derecho (cerrar paréntesi: 


s tesis). 
Constantes y variables. Existen seis tipos de constantes: 
reales. compleja 


enteras, 


lógicas, de simbolo, sexadocimal 

La constante entera (forma 1) es un número cualquiera anotado 
siu punto decimal. El valor de una constante entera no puede sobre- 
pasar de 291 — 1 < 2.409. 

La constante real (Torma F) es un número cualquiera escrito con 
un punto decimal que divide las partes entera y /тассіопагіа del nú- 
mero. El número máximo de cifras en Ja forma F es igual a 7. 

Forma exponencial de notación de un número real (forma E). 
En esta forma todo número consta de una constante entera o real y un 
exponente. La primera letra del exponente es siempre E, tras la cual 
sigue la constante entera (valor del exponento) formada por no más de 
dos cifras decimales con un signo o sin éste, El número de cifras de la 
mantisa no debe ser superior a 7. 

Cuando hay necesidad de recurrir a una exactitud mayor, se emplea 
la constante de precisión doblo (forma D). Se anota como Un número 
con un punto decimal que contiene de 8 а 16 cifras significativas, o bien 
en la forma exponeucial en la que en lugar de E se pone la letra D; 
la mantisa puede contener hasta 16 cifras significativas. 

Las variables son unas magnitudes a las que so han asignado ciertas 
denominaciones, o sea nombres simbólicos. El nombre simbólico es un 
juego de letras o de letras y cif а cantidad de éstas cn un juego varía 
Че f a 6. El nombre siempre comi con una letra, No se permite 
que en los nombres se ompleca símbolos especiales o blancos. 

Tipos de variables. EU tipo de variables corresponde al Lipo de 
datos que ellas deseriben. Las variables enteras describen números 
enteros, las variables reales describen números reales, etc. En el caso 
más seneillo рага descrihir el tipo de las variables sirve el operador 


tipo ац, Ay, аз, .. s Qn. 


donde el tipo es una de las palabras de servicio REAL (real), INTEGER 
Legro), DOUBLE PRECISION (precisión doble), LOGICAL (lózi- 
cO) аң, йу, sss. Q, sen los nombres de las variables. Si el program. 
no contiene indicaciones explícitas acerca del tipo de variables, 
entonces las variables cuyos nombres comienzan por las letras 1, J. 
K, L. M, N representan magnitudes ente: todas las demás variables 
representan variables reale: 
Pariables con indices. La tabla es una sucesión ordenada do m 
nitudes (elementos de la tabla), denotada por un nombre simbólico 
único. Todo elemento de la tabla se determina mediante el nombre de la 
abla y su posición en ésta última. es decir, mediante los valores de los 
Índices. A titulo de nombre de la tabla puede servir cualquier nombre 
simbólico admisible. Los índices se encierran entre parénte El nú- 
mere de Índices Heva el nombre de dimensión de la tabla. El número 
ale elementos en la tabla se denomina tamaño de la tabla. En ealidad 
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do indices se emplea cualquior expresión aritmética y la 
tanto del tipo entero como real. En el o de una expresión de tipo 
rea) se toma como Índice su parte entera. es decir, se desecha la parte 
Fraccionaria. Los índices de los elementos de una tabla siempre son 
mayores o iguales a 4. 

Descripción de lus tablas. Las tablas que se nsan en el programa 
han de ser obligatoriamente descritas. La descripción de las tablas s 
da al principio del programa y se dispone antes del primer operador 
directivo. Рата describir la tabla sirve el operador DIMENSION cuya 
forma general es 


variables, 


DIMENSION a; (nj, п... Mao RS (ns ш... mQ, 


se disponen en la memoria de destinaci 
de suerte que el primer índice cambi 
más lentamente. 

Expresiones aritméticas. Las expresiones aritmóti en el FOR- 
TRAN son análogas a las expresiones algebraicas corrientes. Jón las 
expresiones aritméticas pueden figurar constantes, variables simples 
o con índices, funciones que se unen con ayuda de las operaciones 
aritméticas. Si en una expresión faltan los paréntesis, los cálculos se 
realizan de acuerdo con las reglas siguientes: al principio se realiza la 
elevación a potencia (el signo **), luego la multiplicación (el signo *) 
y división (el signo /) y después, la sumación y la sustracción. Si vn 
una expresión se tienen paréntesis, entonces a) principio se realizan 
los cálculos dentro de los parént. n contiene funciones. 
en primer lugar se calculan los а as funciones y los 
valores correspondientes de las mismas. Las expresiones aritmóticas 
psu coutener constantes, variables y funciones de diferentes tipos. 

roviamente a la ejecución de una operación las variables so reducen 
а un mismo tipo, razón por la cual con ol fia de disininuir el tiempo 
gastado para realizar la operación, no se recomienda que se niezclon 
las variables de diferentes tipos en una expresión (la notación Y + 5. 
es preferible en comparación con la notación Y + 5). 

Operadores descriptivos principales del FOR TRAN. Algunos do los 
operadores deseriptivos so han examinado más arriba. Nos dotendremos 
en otros operadores que se encuentran con frecuenc 

El operador EQUIVALENCE se anota en la forma 


EQUIVALENCE (a, b, c, .. Mitra o) 


donde a, b, c. » d, e, $, .. . son variables, simples o con indi- 
ces. El sentido dol operador dado consiste en que los valores, quo cor- 
responden a a, b, c, ..., se disponen en una célula y los correspon- 
dientesa d, e, f, . . . están también todoson una célula. Las variablos 
a cotejar deben ser de igual longitud. Hay quo tener en cuenta que al 
cotejar los elomentos sueltos de las tablas, sc someten al cotojo todos 
los demás elementos de las dos tablas. 

El operador COMMON se anota en Ja forma COMMON A, B, 
+  doude А, B, С son los nombres de las variables con indices 
о sin ellos. Lu zona COMMON esespecial y es! 


á destinada para guardar 
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los datos comunes para dos o varios subprogramas o hien datos comu- 
nes рага el programa principal y sus subproin En el POR- 
TRAN-IV la zona COMMON puede dividirse en varjos hloques. La 
estructura de la notación del operador COMMON. con la utilización 
de los bloques, ex la siguiente: 


COMMON (nombre del bloque) a4, аз... 
El operador FUNCTION tiene la siguiente forma 
FUNCTION nombre (argumento, . . ., argumenton). 


F) operador dado constituye el tü 
mentos en el operador son ficticios e 
del método empleado para calcular las funciones. Como argumentos 
pueden figurar las variables índices, las tablas o los nombres de 
las funciones. En el interior del subprograma debe encontrarse, aunque 
sea una sola vez, un operador quo tiene el nombre de función subpro- 
grama en el miembro derecho del operador de asignación. El último 
operador directivo de la función subprograma debe ser el operador 
RETURN segura el retorno del mando al programa principal. 
END debe ser el último operador del subprograma. Al referirse a la 
función subprograma debe haber una correspondencia entre los tipos 
y la cantidad de variables verdaderas y formale: 


El operador SUBROUTINE tie 
SUBROUTINE nombre 


o del subprograma. Los argu- 
ntervieuen sólo en la descripción 


la forma 


gumento,, argumentos, . «+, Argumento). 


ul título del subprograma SUBROUTINE. 
Еме subprograma plea cuando es necesario obtener varios resul- 
tados. Las variables, cuyos valores se calculan, se indican en la lista 
de argumentos. ón subprograma considerada anteriormente 
nos proporciona ento un solo resultado. El subprograma 
SUBROUTINE е 1 y sus variable: án locali: is. sólo 
en este subprograma, en lo que toca a [a región de su acción. En el 
programa principal la referencia al subprograma SUBROUTINE 
se realiza con ayuda del operador 


EL operador constitu 


CALL nombre (argumentos, . . ., argumento.) 


Aquí da mes argumento, .. rgumento., representa los pará- 
metros verdaderes de entrada y de salida. A título de argumento del 
subprograma puede figurar el nombre de cualquier subprograma. En 
este caso el programa principal debe incluir el operador deseríptivo 


EXTERNAL nombre,, nombres, ... 


' 
Tanto ew Ja función subprograma como en el subprograma SUB- 
ROUTINE, al emplear a titulo de parámetro formal el nombre de Labla, 
ésto se debe describir con ayuda del oporador DIMENSIÓN. Se admi- 
ten emplear como cotas de variación de los Índicos las variables enteras. 
a la par con las constantes enteras. Dichas variables han de inclui 
forzosamente en el número de argumentos formales. El subprograma 
SUBROUTINE debe contener al menos un operador RETURN, El 
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subprograma termina en operador END que signilica el fin del sub- 
programa SUBROUTINE. 

Ба introducción y la retirada de la información en el FORTRAN 
se realiza bajo el mando del operador FORMAT. A la entrada éste 
indica en qué posiciones (columnas) deben leerse tos datos para las 
variables onumeradas en la lista e/s (entrada/salida) y en qué lormato. 
La estructura de la lista e/s la volveremos a considerar más abajo. 
A la salida el operador FORMAT: soñala a qué posiciones y en qué 
formato se realiza Ја retirada. La forma de representación de una 
variable o de un número у del campo, del cual debe Lomarse la lectura 
a la entrada (o en el que deben imprimirse a la salida), se determinan 
por la especificación del formato del operador FORMAT. En los casos 
más sencillos el número de espesificaciones del formato en el operador 
FORMAT ha de corresponder а) número de variables en la lista с/х, 
El operador FORMAT se escribe en la forma 


marca FORMAT (3, Sa, -a Sn), 


donde la marca es un número entero sin signo, Sj, Sa .. . 
las especificaciones. 

He aquí las especificaciones que se encuentran con mayor Íre- 
ència. Para la introducción (retirada) de los datos numéricos sirven 
las especificaciones Ly. Е.а, Еу а; aquí w es el número total de 
iciones que se destinan para el número dado (la cantidad total de 
cifras del número), d es el número de cifras decimales después del pun- 
to decimal. La longitud del campo d dobe incluir las posiciones para 
el punto y el signo del número para la especificación de F, como tam 
bién las posiciones para el signo del exponente, la letra E(D) y d 
posiciones para el valor del exponente, ол el easo de las específicas 
nes E, D. Durante la salida del número deben preverse en el fori 
E(D) cuatro posiciones para el exponente del número y, además, las po- 
siciones para 0 entero, el punto y el signo de' dicho número. A la salida 
ha do observarse la limitación w — d > 7. Al salir los datos en 
caso de la especificación F, si el número retirado no cabe dentro de 
las posiciones destinadas, el campo correspondiente se llena por los 
asteriscos. Para la notación reiterada de varias especificaciones iguales 
se puode emplear sólo una de ellas anteponiéndole un número igual 
а la cantidad de repeticiones. Se pueden repetir los grupos de espec 
fícacionos encerrándolos entre paréntesis y anteponiendo al paréntesis 
un número entero igual a la cantidad do repeticiones de los grupos. Al 
salir para Ja imprenta un texto o algunos comentarios, se emplean 
Jus especificaciones del tipo H y las del tipo «literal». La especi ió 
del formato del tipo H tiene la forma wH, donde w es el n 
cualesquiera símbolos de letras y cifras, admisibles en el FORTRAN, 
se disponen tras la letra H inmediatamente. Cuando se usa la espe- 
cificación del tipo «literal», 1а información de letras y cifras debe 
encerrarse entre comillas. La ventaja de la especificación del tipo 
«literal» consiste en que en este caso no hay necesidad en indicar la 
cantidad de símbolos, mientras que al usar la especificación del tipo H 
esta indicación os obligatoria. Para dirigir la disposición de los datos 
en una línea, se usa, en el caso más simple, la especificación del tipo 
wX. donde w es el número de blancos que se emplean con el objeto de 
mejorar el cter ilustrativo de los resultados em la salida. 


За son 
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operador FORMAT actúa recíprocamente con los operadores 
entrad а el READ (leer) para la entrada y el WRITE 
ribir) para la ^. La forma general de los operadores READ 
y WRITE os la siguiente: 

READ (i, n1) lista 

WRITE (i, n2) lista 


ii ien el pr 
la infori 


s 4, donde 


jaosto. La ЙЫК ois tione la forma ap ay, + 
; ^. Aw son los elementos de la lista. Gomo elementos de la 
len figurar: las variables (simples o con índices), los nombres 
, la forma de DO implícito. Esta última se utiliza con una 
encia particular cuando es necesario grabar en la memoria o hacer 
salir para el impresor cierta parte de la tabla, como también para 
ar la salida de la tabla en líneas. La forma de DO implícito 
ra entre paréntesis. Entre paréntesis se disponen las variables 
con índices о las formas de DO implícito separadas mediante comas, 
sí hay varias. Tras la última variable se anotan los parámetros de 
Índico i = mj, Ma, my, donde i es el índice, mi, vis, my son las cotas 
inferior y superior y el de variación del índice, respectivamente. 
Si апу 4, el рахо по se indica. 
Al perforar la información, рага el operador READ se emplean 
todas las 80 columnas (posiciones) de la tarjeta, las qus determinan la 
anotación a la entrada. La anotación a In salida no debe sobrepasar de 
mholos en la línea del impresor de s ‚ Para sacar la infor- 
mación para el impresor puede utilizarse ol operador PRINT n2 lista. 
Operadores directivos principales del FORTRAN: El operador 
aribmetico de asignación Иепе la forma 


variable = expresión 


Aqui el si = se diferencia del signo ulgebraico corriente de igual- 
dad. Este siguo tiene el sentido sustituir por . . . », es decir, secal- 
vula el valor de la expresión aritmética que se encuentra en el miembro 
dorocho y la maguitud obtenida so convierte en el nuevo valor co- 
rriente de la variable que está a la izquierda del signo de igualdad. Por 
esto, por ejemplo, resulta admisible la notación Í = 1 4- f; ésta 
implica el aumento del valor de la variable entera 1 en una unidad. 
Todos los operadores del programa escrito en FORTRAN se 
ejecutan sucesivamente, эрге que no haya entre ollos operadores 
especiales que dirigen la sucesióu de ejecución de los operadores. 
Éstos son los operadores que siguen: 
El operador GO TO n asegura la transmisión incondicional de 
mando al operador con la marca n. En el programa no deben haber 
operadores que tengan marcas iguales. El operador marcado puede 
disponerse en eualquier lugar del programa. 


